BÓ G T 


AO 
TẠO 


HÌNH HỌC 


Асу ~a VÀ руле 
IAO DỤC VÀ ĐÀO 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


BQ GIÁO DUC VÀ BÀO TAO 


TRÁN VĂN HẠO (Tổng Chủ biên) 
NGUYÊN мӧме НҮ (Chủ biên) 
KHU QUỐC ANH - TRẦN ĐỨC HUYÊN 


HÌNH HỌC 
12 


(Tái bản lần thr тид1 một) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


Hãy bảo quản, giữ gìn sách giáo khoa để dành tặng cho các em học sinh lớp sau ! 


Ki hiệu dùng trong sách 


А Носї động của hoc sinh trên lớp 


Bản quyền thuộc Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam — Bộ Giáo dục và Đào tạo. 


01-2019/CXBIPH/648-935/GD Mã số : CH202t9 


CHUONG 1 


KHỐI ĐA DIËN 


Ф Khái niệm về khối đa diện 
Ф Khối đa diện đều 
Ф Thể tích khối đa diện 


Một khối muối ăn 


Trong thực tế chúng ta thường дар những vật thể không 
gian được giới hạn bởi các đa giác như viên gạch, khối 
lập phương, kim tự tháp Ai Cập, tinh thể của một số hợp 
chất hoá học như muối ăn, phèn chua .... Những vật thể 
đó được gọi là những khối đa diện. Về mặt toán học, 
việc định nghĩa chính xác khối đa diện không đơn giản. 
Trong chương này ta chỉ giới thiệu khái niệm về khối đa 
diện, khối đa diện đều và đưa ra công thức tính thể tích 
của một số khối đa diện quen thuộc. 


81. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 


А, Nhắc lại định nghĩa hinh lăng trụ và hình chóp. 


L KHỐI LĂNG TRỤ VÀ KHỐI CHÓP 


Quan sát khối rubic trong hình 1.1, ta thấy 
các mặt ngoài của nó tạo thành một hình 
lập phương. Khi đó ta nói khối rubic có 
hình dáng là một khối lập phương. Như 
vậy có thể xem khối lập phương là phần 
không gian được giới hạn bởi một hình lập 
phương, kể cả hình lập phương ấy. 


Tương tự, khối lăng trụ là phần không 
gian được giới hạn bởi một hình lăng trụ 
kể cả hình lăng trụ ấy, khối chóp là phần 
không gian được giới hạn bởi một hình 
chóp kể cả hình chóp ấy. khối chóp cụt là Hình 1.1 
phần không gian được giới hạn bởi một 

hình chóp cụt kể cả hình chóp cụt ấy. 


Tên của khối lăng trụ hay khối chóp được đặt theo tên của hình lăng trụ hay 
hình chóp giới hạn nó. Chẳng hạn ứng với lình làng trụ lục giác 
ABCDEF.AB'CDETF” ta có khối lăng trụ lục giác ABCDEF A'B'C'D'E'F'’, 
ứng với hình chóp tứ giác đều S.ABCD ta có khối chóp tứ giác đều S.ABCD 
(1:2)... 


А B 


Hinh 1.2 


Та cũng gọi dinh, cạnh, mặt, mặt bên, mặt đáy, cạnh bên, cạnh đáy... của một 
hình lăng trụ (hình chóp, hay hình chóp cụt) theo thứ tự là đỉnh, cạnh, mặt, 
mặt bên, mặt đáy, cạnh bên, cạnh đáy... của khối lăng trụ (khối chóp, hay 
khối chóp cụt) tương ứng. 


Điểm không thuộc khối lăng trụ được gọi là đểm ngoài của khối lăng trụ, 
điểm thuộc khối lăng trụ nhưng không thuộc hình lăng trụ ứng với khối lăng 
trụ đó được gọi là điển trong của khối lăng trụ. Điểm trong hay điểm ngoài 
của khối chóp, khối chóp cụt cũng được định nghĩa tương tự. 


Vídu 


Hinh 1.3 


Kim tự tháp ở Ai Cập là kì quan 
duy nhất trong bảy kì quan của thế 
giới cổ đại còn lại đến ngày nay, 
chúng có hình dáng là những khối 
chóp tứ giác đều. 


П- KHÁI NIỆM VỀ HINH ĐA DIỆN VÀ KHỐI ĐA DIỆN 
1. Khái niệm về hình đa diện 


E D $ 


Бе 


c: 


Hình 1.4 


А, ъс mặt của hình lăng trụ ABCDE.A'B'CDE và hình chóp S.ABCDE (h.14). 


Quan sát các hình lăng trụ, hình chóp nói ở trên ta thấy chúng đều là những hình 
không gian được tạo bởi một số hữu hạn đa giác. Các đa giác ấy có tính chất : 
Ë a) Hai đa giác phân biệt chỉ có thể hoặc không có điểm chung, 
| hoặc chỉ có một đỉnh chung, hoặc chỉ có một cạnh chung. 
_ b) Môi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng 
hai đa giác. 
Người ta còn gọi các hình đó là các hình đa diện. 


Nói một cách tổng quát hình đa diện ( gọi tắt là đa điện) là hình được tạo bởi 
mật số hữu hạn các đa giác thaä mãn hai tính chất trên. Mỗi đa giác như thế 
gọi là một mặt của hình đa diện. Các đỉnh, cạnh của các đa giác ấy theo thứ tự 
được gọi là các đỉnh, cạnh của hình đa diện (h. 1.5). 


Hình 1.5 


2. Khái niệm về khối đa diện 


H Khối da diện là phán không gian được giới hạn bói một hình 
да điên, kể cả hình да điên đó. 


Những điểm không thuộc khối đa diện được gọi là @ёт ngoài của khối đa 
diện. Những điểm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc hình đa diện giới 
hạn khối đa diện ấy được gọi là điểm trong của khối đa diện. Tập hợp các 
điểm trong được gọi là miền trong, tập hợp các điểm ngoài được gọi là miền 
ngoài của khối đa diện. 


Mỗi khối đa diện được xác định bởi hình đa diện ứng với nó. Ta cũng gọi 
đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài... của một khối đa diện theo thứ tự là 
đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài... của hình đa diện tương ứng. 


Mỗi hinh đa diện chia các điểm còn lại của không gian thành hai miền không 
giao nhau là miền trong và miền ngoài của hình đa diện, trong đó chỉ có miền 
ngoài là chứa hoàn toàn một đường thẳng nào đấy. 


a 


Mién ngoài 


Diém trong 


Điểm ngoài —y4 М 


Hinh 1.6 
Vídu 


— Các hình dưới đây là những khối да diện : 


0277 


Hinh 1.7 


— Các hình dưới đây không phải là những khối đa diện : 


а) b) 9 


Hình 18 


— Những viên kim cương có hình dạng là những khối đa diện : 


Hinh 1.9 


А, Giải thích tại sao hình 1.8c không phải là một khối đa diện 2 
II- HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU 


1. Phép dời hình trong không gian 

Phép biến hình và phép dời hình trong không gian được định nghĩa tương tự 
như trong mặt phẳng. 

Trong không gian, quy tắc đặt tương ứng môi điển М với 
điểm M’ xác định duy nhất được gọi là một phép biến hình 
trong không gian. 


Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dời hình 
| nếu nó bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm tuỳ ý. 


Ví dụ 

Trong không gian, các phép biến hình sau z 
се рузаи, — 

дау là nhüng phép dài hinh : 

a) Phép tịnh tiến theo vecto ? , là phép biến м M 

hình biến mỗi điểm М thành điểm М” sao — 

cho MM' =? (h.1.10a). Hình 1.108) 


b) Pháp đối xứng qua mặt phẳng (Р), м 
là phép biến hình biến mỗi điểm 
thuộc (P) thành chính nó, biến mỗi 
điểm М không thuộc (P) thành điểm M, 
M’ sao cho (Р) là mặt phẳng trung { 
trực của MM’ (h.1.10b). 


Nếu phép đối xứng qua mặt phẳng (P) 
biến hình (Н) thành chính nó thì (Р) 
được gọi là mặt phẳng đối xứng của (H). 


M: 
Hinh 1.10b) 


c) Pháp đối xứng tám О, là phép biến hình biến điểm O thành chính nó, biến 
mỗi điểm M khác O thành điểm M’ sao cho О là trung điểm của ММ” (h.1.1 la). 
Nếu phép đối xứng tâm O biến hình (H) thành chính nó thì O được gọi là tám 
đối xứng của (H). 


а) b) 
Hinh 1.11 

d) Pháp đối xứng qua đường thẳng А (hay phép đối xứng qua trục A), là 
phép biến hình biến mọi điểm thuộc đường thẳng A thành chính nó, biến mỗi 
điểm M Không thuộc А thành điểm M’ sao cho А là đường trung trực của ММ” 
(h.1.11b). 
Nếu phép đối xứng qua đường thẳng А biến hinh (H) thành chính nó thì A gọi 
là rục đối xứng của (H). 
Nhận xét 
® Thực hiện liên tiếp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình. 


® Phép dời hình biến đa diện (H) thành đa diện (#), biến đỉnh, cạnh, mặt của 
(Н) thành đỉnh, cạnh, mặt tương ứng của (H’). 


2. Hai hinh bàng nhau 


Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình 
biến hình này thành hình kia. 


Đặc biệt, hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa 
diện này thành đa diện kia. 


Ví dụ 

Phép tịnh tiến theo vectơ Y biến đa diện (Н) thành đa diện (7), phép đối 
xứng tâm О biến đa diện (H’) thành đa diện (Н”). Do đó phép dời hình có 
được bằng cách thực hiện liên tiếp hai phép biến hình trên biến (Н) thành 
(H”). Từ đó suy ra các đa diện (H), (H”) và (H”) bằng nhau (h.1.12). 


(H) 


Hinh 1.12 


А, Cho hình hộp ABCD.ABCD: Chúng minh rằng hai lăng tụ ABD.AB'D' và 
BCD.B'C D bằng nhau. 


IV- PHÂN CHIA VÀ LẮP GHÉP CÁC KHỐI ĐA DIỆN 
Nếu khối đa diện (H) là hợp của hai khối đa diện (H|), (H>) sao cho (Н) 
và (H;) không có chung điểm trong nào thì ta nói có thể chia được khối đa 
diện (H) thành hai khối đa diện (H|) và (H3), hay có thể lắp ghép hai khối 
đa diện (H|) và (Es) với nhau để được khối đa diện (Н) (h.I.13). 


Hinh 1.13 


Ví dụ. Xét khối lập phương ABCD.A'B'C'D”. Mặt phẳng (Р) di qua BDD'”B' cắt 
khối lập phương đó theo một thiết diện là hình chữ nhật BDD'B'. Thiết diện 
này chia các điểm còn lại của khối lập phương ra làm hai phần. Mỗi phần 
cùng với hình chữ nhật BDD'B”' tạo thành một khối lăng trụ, như vậy ta có hai 
khối lăng trụ : АВР.А'В'Р' và BCD.B'C'D'. Khi đó ta nói mặt phẳng (P) chia 
khối lập phương АВСЮ.АВ'С'Р' thành hai khối lăng trụ АВО.А'В'Р' và 
BCD.B'C'D'. 

Tương tự như trên ta có thể chia tiếp khối lãng trụ ABD.A'B'D' thành ba khối 
tứ diện : АВВ”, ADB”D' và АА'В'Р' (3.1.14). 


Hình 1.14 


Làm theo quá trình ngược lại ta có thể ghép khối lăng trụ ВСЮ.В'С'Р' và các 
khối tứ diện ADBB”, ADB'D”, АА'В'Р' với nhau để được khối lập phương 
ABCD.ABCD.. 

Nhận xét 


Một khối đa diện bất kì luôn có thể phân chia được thành những khối tứ diện. 


BÀI TẬP 
Chứng minh rằng một đa diện có các mặt là những tam giác thì tổng số các 
mặt của nó phải là một số chẵn. Cho ví dụ. 


Chứng minh rằng một đa diện mà mỗi đỉnh của nó đều là đỉnh chung của một 
số lẻ mặt thì tổng số các đỉnh của nó phải là một số chẵn. Cho ví dụ. 


. Chia một khối lập phương thành năm khối tứ diện. 


. Chia một khối lập phương thành sáu khối tứ diện bằng nhau. 


Định nghĩa đa diện và ЕҺё đa diện 


б đầu chương, chúng ta mới chỉ trình bày sơ lược về các khái niệm đa diện 
và khối đa diện. Bây giờ ta sẽ trình bày một cách chính xác hơn những khái 
niệm đó. 

Khái niệm đa diện và khối đa diện có thể được hiểu theo nhiều cách khác 
nhau. Da diện và khối đa diện vừa được trình bày trong chương І dựa vào định 
nghia sau đây. 


Định nghĩa 


Hình đa diện (gọi tắt là đa điện) là hình được tạo bởi một số hữu hạn các đa 
giác, gọi là các mặt của hình đa diện, thoả mãn các tính chất sau : 


a) Hai mặt phán biệt chỉ có thể hoặc không giao nhau hoặc có một đỉnh 
chung, hoặc có một cạnh chung. 
b) Môi cạnh thuộc một mặt là cạnh chung của đúng hai mặt. 


с) Cho hai mặt S và 5, luôn tôn tại một day các mặt Sy, SỊ, .... S, sao cho So 


trùng với S, S, trùng với S’ và bất kì hai mặt S;, 5 nào (0 <i <n—1) cũng 


đều có một cạnh chung. 


Các đỉnh, cạnh của mặt theo thứ tự được gọi là các đỉnh, cạnh của hình đa diện. 


Ví dụ 


Hình (Н) trong hình 1.15 là hình tạo bởi 
hai hình lập phương chỉ chung nhau một 
đỉnh. Khi đó (Н) không thoả mãn tính chất 
с) nên nó không phải là một hình đa diện. 
Từ định nghĩa trên, người ta chứng minh 
được định lí sau gọi là định lí Gioóc-đan 
(Jordan) trong không gian. 


Hình 1.15 

Định lí 

Mãi đa điện chia các điểm còn lại của không gian thành hai miền sao cho : 

а) Hai điểm thuộc cùng một miền luôn có thể nối với nhau bằng một đường 
gấp khúc nằm hoàn toàn trong miền đó. 

b) Mọi đường gấp khúc nối hai điểm thuộc hai тіёп khác nhau đều có điểm 
chung với đa điện. 

с) Có một và chỉ một miền 
chứa hoàn toàn một đường 
thẳng nào đấy. 


Miễn chứa hoàn toàn một 
đường thẳng nào đấy được 
gọi là тїёп ngoài của đa 
diện, miền còn lại được gọi 
là miền trong của đa diện. 
Điểm thuộc miền ngoài gọi 
là điển ngoài, điểm thuộc 
miễn trong gọi là điểm trong 
của đa diện. 


Hinh 1.16 


13 


“Trong hình 1.16, A là điểm trong, 8, C, D là điểm ngoài của hình đa diện (Н). 
Miền ngoài của (Н) chứa đường thẳng d. 

Định nghĩa 

Da điện cùng với miền trong của nó được gọi là một khối đa điện. 


Trong thực tế, chúng ta thường gặp những vật thể có hình dáng là những khối 
đa diện. Từ những công trình vĩ đại như kim tự tháp Аі Cập, những toà nhà cao 
tâng hiện đại đến những vật thể nhỏ như tỉnh thể của các hợp chất : đường, 
muối, thạch anh... đều là những khối đa diện. Do đó, việc nghiên cứu các khối 
đa diện không những làm phong phú thêm các kiến thức về hình học mà còn 
góp phần giải quyết nhiều bài toán thực tiễn, phục vụ cuộc sống con người. 


52. KHỐI ĐA DIỆN LÔI УА 
KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 


1- KHỐI ĐA DIỆN LỒI 
Khói đa diện (Н) được gọi là khối đa diện lôi nếu đoạn thẳng 


nối hai điểm bất kì của (H) luôn thuộc (H). Khi dó da diện 
xác định (H) được gọi là đa điện lôi (h.1.17). 


Z 
\ 
` 

\ 

\ 


Hinh 1.17 


Ví du. Các khói làng tru tam 
giác, khối hộp, khối tứ diện là 
những khối đa diện lồi. 

Người ta chứng minh được 
rằng một khối đa diện là khối 
đa diện lôi khi và chỉ khi 
miền trong của nó luôn nằm 
về một phía đối với mỗi mặt 
phẳng chứa một mặt của nó Hình 1.18 
(h.1.18). 


А, Tìm ví du về khối đa diện lồi 
và khối đa diện không lói trong 
thực tế. 

II- KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 


Quan sát khối tứ diện đều 


(h.1.19a), ta thấy các mặt của 

nó là những tam giác đều, mỗi 

đỉnh của nó là đỉnh chung của 

đúng ba mặt. Đối với khối lập 

phương (h.1.19b), ta thấy các 

mặt của nó là những hình i 
a) 


vuông, mỗi đỉnh của nó là 

đỉnh chung của đúng ba mặt. 

Những khối đa diện nói trên Hình 1.19 
được gọi là những khối đa 

diện đều. 

Định nghĩa 

Khối đa điện đều là khối đa diện lôi có tính chất sau đây : 
a) Mãi mặt của nó là một đa giác đều p cạnh. 


b) Mãi đỉnh của nó là đỉnh chung của đúng q mặt. 


| Khố da diện đều như vậy được gọi là khối da diện đều loại {р ; q). 


Tir định nghĩa trên ta thấy các mặt của khối đa diện đều là những đa giác đều 
bằng nhau. 
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Người ta chứng minh được định lí sau : 


Định í 
Chỉ có năm loại khổ đa diện đều. Đó là loại {3 ; 3}, loại {4 ; 3}, 
| loại {3 ; 4}, loại {5 ; 3} và loại {3 ; 5}. 


Tuỳ theo số mặt của chúng, năm loại khối đa diện đều kể trên theo thứ tự 
được gọi là các khối tứ diện đều, khối lập phương, khối bát diện đều (hay 
khối tám mặt đều), khối mười hai mặt đều và khối hai mươi mặt đều (h. I.20). 


Z 


Hinh 1.20 


А, Đếm số đỉnh, số cạnh của khối bát diện đều. 


Các hình đa diện đều là những hình có vẻ đẹp cân đối, hài hoà. Các nhà toán 
học cổ đại xem chúng là những hình lí tưởng. Vẻ đẹp của chúng cũng làm 
nhiều hoạ sĩ quan tâm. Lê-ô-na-đô Da Vin-xi (Leonardo da Vinci) hoạ sĩ 
thiên tài người I-ta-li-a đã từng vẽ khá nhiều hình đa diện trong đó có các 
hình đa diện đều. Dưới đây là hình mười hai mặt đều và hình hai mươi mặt 
đều do ông vẽ (h.I.21). 


Hình 121 


Bảng tóm tắt của năm loại khối đa diện đều 


Loại Tên gọi Số đỉnh Số cạnh Số mặt 
{3:3} | Tứ diện đều 4 6 4 
{4:3} Lâp phrong 8 12 6 
{3;4} | Bát diện đều 6 12 8 
15:31 Mười hai mặt đều 20 30 12 
{3;5} Hai mươi mặt đều 12 30 20 

Ví dụ 


Chứng minh rằng : 

a) Trung điểm các cạnh của một tứ diện đều là các đỉnh của một hình bát diện đều. 

b) Tâm các mặt của một hình lập phương là các đỉnh của một hình bát diện đều. 
Giải 

а) Cho tứ diện đều ABCD, cạnh bằng а. Gọi I, J, Е, F, M và N lần lượt là 

trung điểm của các cạnh AC, BD, АВ, ВС, CD và DA (h.1.22a). 


А, Chứng minh rằng tám tam giác IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN và JNE là 
những tam giác đều cạnh bằng = 


Tám tam giác đều nói trên tạo thành một đa diện có các dinh là Z, J, E, F, М, N 
mà mỗi đỉnh là đỉnh chung của đúng bốn tam giác đều. Do đó đa diện ấy là 
đa diện đều loại {3 ; 4}, tức là hình bát diện đều. 


р (2 
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b) Cho hình lập phuong АВСЮ.А'В'С'Р' có cạnh bàng a (h.1.22b). 


А, Chứng minh rằng AB'CD' là một tứ diện đều. Tính сас canh của nó theo а. 
Gọi I, J, E, F. M và N lần lượt là tâm của các mặt ABCD, А'В'С'Р', АВВ'А', 
ВССВ', СЮР'С' và DAA’D’ của hình lập phương. Để ý rằng sáu điểm trên cũng 
lần lượt là trung điểm của các cạnh AC, BD”, AB”, B'C, CD’ và D'A của tứ diện 
đều AB'CD' nên theo câu а) sáu điểm đó là các đỉnh của hình bát diện đều. 


BÀI TẬP 


1. Cát bìa theo mẫu dưới đây (h.1.23), gấp theo đường kẻ, rồi dán các mép lại để 
được các hình tứ diện đều, hình lập phương và hình bát diện đều. 


Hình 1.23 
2. Cho hình lập phương (Н). Gọi (Н?) là hình bát diện đều có các đỉnh là tâm các 
mặt của (H). Tính ti số diện tích toàn phần của (H) và (H°). 
3. Chứng minh rằng tâm của các mặt của hình tứ diện đều là các đỉnh của một 
hình tứ diện đều. 
4 Cho hình hát diện đền ARCDFF (h 1 24) 
Chứng minh rằng : 


a) Các đoạn thẳng AF, 8D và CE đôi 
một vuông góc với nhau và cắt nhau 


А 
р 
tại trung điểm mỗi đường. 
b) ABFD, AEFC và BCDE là những ы — 
F 


hinh vuóng. 


Hinh 1.24 


Bình đa diện đều 


Câu chuyện về các hình đa diện đều mang nhiều tính huyền thoại. Người ta 
không biết được ai là người đầu tiên đã tìm ra chúng. Trong một cuộc khai 
quật, người ta đã tìm thấy một thứ đồ chơi của trẻ em có hình hai mươi mặt 
đều với niên đại cách chúng ta khoảng 2500 năm. Các nhà toán học cổ đại 
Hi Lạp thuộc trường phái Pla-tông và trước đó nữa là trường phái Py-ta-go 
(thế kỉ IV trước Công nguyên) đã từng nghiên cứu về các hình đa diện nói 
chung và các hình đa diện đều nói riêng. Các nhà toán học thời bấy giờ coi 
năm loại hình đa diện đều là những hình lí tưởng. Người ta coi bốn loại đa 
diện đều dễ dựng là tứ diện, hình lập phương, hình bát diện đều và hình hai 
mươi mặt đều, theo thứ tự tượng trưng cho lửa, đất, không khí và nước, đó là 
bốn yếu tố cơ bản (theo quan niệm của thời bấy giờ) tạo nên mọi vật. Còn 
hình mười hai mặt đều tượng trưng cho toàn thể vũ trụ. 


Không khí 


Sau này người ta còn tìm thấy các hình đa diện đều xuất hiện trong tự nhiên 
dưới dạng tinh thể của nhiều hợp chất. Chẳng hạn tỉnh thể của các chất 
sodium sulphantimoniate, muối ăn, chrome alum có dang tương ứng là khối 
tứ diện, khối lập phương, khối bát diện đều. Còn hai loại hình đa diện đều 
phức tạp hơn là hình mười hai mặt đều và hình hai mươi mặt đều, xuất hiện 
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trong khung xương của một số vi sinh vật biển ví du : circogonia icosahedra 
và circorrhegma dodecahedra. 


Các hình đa diện đều là những hình có tâm, trục hoặc mặt phẳng đối xứng. 
Việc nghiên cứu các phép biến hình biến mỗi hình đa diện đều thành chính nó 
đã đặt nền móng cho lí thuyết về các nhóm hữu hạn, một hướng nghiên cứu 
quan trọng của đại số. Lí thuyết này có nhiều ứng dụng trong việc nghiên cứu 
các dạng tinh thể của các hợp chất hoá học. 


Một số vi sinh vật biển 


83. KHÁI NIÊM VỀ THỂ TÍCH СОА KHỐI BA DIỆN 


Thể tích của một khối đa diện hiểu theo nghĩa thông thường là số đo độ lớn 
phần không gian mà nó chiếm chỗ. Từ xa xưa con người đã tìm cách đo thể 
tích của các khối vật chất trong tự nhiên. Đối với những vật thể lỏng, như khối 
nước trong một cái bể chứa, người ta có thể dùng những cái thùng có kích 
thước nhỏ hơn để đong. Đối với những vật rắn có kích thước nhỏ người ta có 
thể thả chúng vào một cái thùng đổ đầy nước rồi đo lượng nước trào ra... Tuy 
nhiên trong thực tế có nhiều vật thể không thể đo được bằng những cách trên. 
Chẳng han để đo thể tích của kim tư tháp Ai Câp ta không thể nhúng nó vào 
nước hay chia nhỏ nó ra được. Vì vậy người ta tìm cách thiết lập những công 
thức tính thể tích của một số khối đa diện đơn giản khi biết kích thước của 
chúng, rồi từ đó tìm cách tính thể tích của các khối đa diện phức tạp hơn. 


І. KHÁI NIÊM VỀ THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN 


Người ta chứng minh được rằng : có thể đặt tương ứng cho mỗi khối đa diện 
(Н) một số dương duy nhất Van thoả mãn các tính chất sau : 


а) Nếu (А) là khối lập phương có cạnh bằng 1 thì V là 


ГРЕЕ 
(H) 


=V, 


b) Nếu hai khối đa diện (H,) và (А) bằng nhau thì V, (H2): 


(H|) 


с) Nếu khối đa diện (H) được phân chia thành hai khối đa diện (H|) và (H3) 


thì: Van = Van tano): 


Só duong Ун) nói trên được gọi là thé tích của khối đa diện (H). Số đó cũng 
được gọi là thể tích của hình đa diện giới hạn khối đa diện (77). 

Khối lập phương có cạnh bằng 1 được gọi là khối lập phương đơn vị. 

Bây giờ ta sẽ xét thể tích của khối hộp chữ nhật có ba kích thước là a, b, с. 


Ví dụ. Tính thể tích của khối hộp chữ nhật có ba kích thước là những số 
nguyên dương. 
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-п——-—— = 


(Ho) (H|) (H2) 


Hinh 1.25 


Gọi (Hạ) là khối lập phương don vi. 


— Со: (HI) Іа khối hộp chứ nhật có ba kich thước a = 5, b= 1, c= 1. 


А, Có thë chia (Ну) thành bao nhiêu khối lập phương bàng (Ho) ? 


Khi dó ta có Vr) = 5) = 5 


= Gọi (H3) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước a = 5, b= 4, c = l. 


А, Có thể chia (77x) thành bao nhiêu khối hộp chữ nhật bàng (271)? 


Khi đó ta có V, ) = 4V ) = 4.5 = 20. 


= Gọi (H) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước а= 5, b =4, с= 3 


А, Có thể chia (77) thành bao nhiêu khái hộp chữ nhật bằng (Н)? 
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Khi đó ta có Ин) = Зун, = 3.4.5 = 60 (һ.1.25). 
Lập luận tương tự như trên, ta suy ra : thể tích của khối hộp chữ nhật (Н) có 


ba kích thước là những số nguyên dương а, b. с là Van” = abc. 


Người ta chúng minh được rằng công thức trên cũng đúng đối với hình hộp 
chữ nhật có ba kích thước là những số dương. Ta có định lí sau : 
Định ї 


Thể tích của một khối hộp chữ nhật bằng tích ba kích thước 
của nó. 


П. THỂ TÍCH KHỐI LÃNG TRỤ 


Nếu ta xem khối hộp chữ nhật A8CD.A'B8“C 7Ð” như là khối lăng trụ có đáy là 
hình chữ nhật А'В'С'Р' và đường cao АА’ thì từ định lí trên suy ra thể tích của 
nó bằng diện tích đáy nhân với chiều cao. Ta có thể chứng minh được rằng 
điều đó cũng đúng đối với một khối lăng trụ bất kì (h.1.26). 


Hình 1.26 


Định í 


- Thểtích khối lăng trụ có diện tích đáy В và chiều cao h là 
V = Bh. 


Ш. THỂ TÍCH KHỐI CHÓP 


Pi với khếi cháp, người ta chứng minh được định lí san : 


Định í 


Thé tích khối chóp có điện tích đáy B và chiều cao h là 


V= Дыр. 
3 


Ta cũng gọi thé tích các khối đa diện, khối lăng trụ, khối chóp đã nói ở trên 
lần lượt là thể tích các hình đa diện. hình lăng trụ. hình chóp xác định chúng. 
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А, Kim tự tháp Kë-óp ó Ai Сар (1.1.27) được xây dựng vào khoảng 2500 năm tước Công 


nguyên. Kim tự tháp này là một khối chóp tứ giác đều có chiều cao 147 m, cạnh đáy 
dài 230 m. Hãy tính thể tích của nó. 


Hình 127 


Ví dụ 

Cho hình lăng trụ tam giác A8C.A“8'C”. Gọi E và F lần lượt là trung điểm của 
các cạnh АА” và BB”. Đường thẳng СЕ cắt đường thẳng C'A’ tại E”. Đường 
thắng СЕ cất đường thẳng C#' tại Е”. Gọi V là thể tích khối lăng trụ 
АВС.А'В'С'. 

a) Tính thé tích khói chóp С.АВЕЕ theo V. 

b) Gọi khối đa diện (H) là phần còn lại của khối lang trụ АВС.А'В'С' sau khi 
cắt bỏ đi khối chóp С.АВЕЕ. Tính ti số thể tích của (Н) và của khối chóp 
С.С'ЕТ". 


Gidi 
а) Hình chóp С.А'В'С” và hình lăng trụ АВС .А'В'С' có đáy và đường cao bằng 
1 1 2. 
nhau nên Ve ув = "š Từ đó suy ra We agg'a' = кй = Б 


Do ЕЕ là đường trung bình của hình binh hành ABB'A' nên diện tích ABFE 


š 1 1 
bằng nửa diện tích АВВ'А'. Do đó Ve ABFE = We Aann'a' == (h.1.28). 


F 
Hinh 1.28 


А 1 2 
Б) Ар dụng câu a) ta có Үн) = Vage д'в'є' — W: AgFE = сш = сш 


Я 1 А k 
Vì EA’ song song và bằng Я CC” nên theo định lí Ta-lét, А’ là trung điểm của 
Е'С'. Tương tự, B’ là trung điểm của F“C”. Do đó diện tích tam giác C'E'F' gấp 


д 4 
bốn lần diện tích tam giác А'В'С”. Từ đó suy ra Ve ку = 4Ve др = s 5 


BÀITÁP 


. Tính thể tích khối tứ diện đều canh а. 


Tính thể tích khối bát diện đều cạnh а. 


Cho hình hộp АВСЮ.А'В'С'Р'. Tính tỉ số thể tích của khối hộp đó và thể tích 
của khối tứ diện AC8“D”. 

Cho hình сһӧр У.АВС. Trên các đoạn thẳng SA, SB, SC lần lượt lấy ba điểm 
Үу Argcr _ SA. 5В' 


7. 
У.АВС 


A’, B’, C’ khác với 5. Chứng minh rằng 
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Cho tam giác ABC vuông cân ó А và АВ = a. Trên đường thẳng qua С và vuông. 
góc với mặt phẳng (АВС) lấy điểm D sao cho CD = a. Mặt phẳng qua C vuông 
góc với BD, cắt BD tại F và cắt AD tại E. Tính thể tích khối tứ diện CDEF theo а. 


. Cho hai đường thẳng chéo nhau d và d’. Đoạn thẳng AB có độ dài a trượt trên 


d, đoạn thẳng CD có độ dài b trượt trên d’. Chứng minh rằng khối tứ diện 
ABCD có thể tích không đổi. 


Ô 


АР CHƯƠNG 1 


. Các đỉnh, cạnh, mặt của một đa diện phải thoả mãn những tính chất nào ? 


Тіт một hình tạo bởi các đa giác nhưng không phải là một đa diện. 


"Thế nào là một khối đa diện lồi ? Tìm ví dụ trong thực tế mô tả một khối đa 
diện lồi, một khối đa diện không lồi. 


Cho hình lăng trụ và hình chóp có diện tích đáy và chiều cao bằng nhau. Tính 
tỉ số thể tích của chúng. 


Cho hình chóp tam giác О.АВС có ba cạnh ОА, ОВ, ОС đôi một vuông góc 
với nhau và QA = a, OB = b, OC `. Hãy tính đường сао OH của hình chóp. 


Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh AB bằng а. Các cạnh bên SA, 58, 5С 
tạo với đầy một góc 60°. Gọi D là giao điểm của SA với mặt phẳng qua BC và 
vuông góc với SA 

a) Tính ti số thể tích của hai khối chóp S.DBC và S.AB8C. 

b) Tính thể tích của khối chóp S.28C 


Cho hình chóp tam giác 5.АВС сб AB = 5a. BC = ба. СА = 7a. Các mặt bên 
SAB, SBC, SCA tạo với đáy một góc 60°. Tính thể tích của khối chóp đó. 

Cho hình chóp S.A8CD có đáy ABCD là hình chữ nhật, SA vuông góc với đáy 
và АВ = a, АР = b, SA = c. Lấy các điểm B”, D’ theo thứ tự thuộc 58, SD sao 
cho АВ” vuông góc với SB, AD’ vuông góc với SD. Mặt phẳng (AB“D? cắt SC 
tại С”. Tính thể tích khối chóp S.A8'C'D”. 

Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, đáy là hình vuông cạnh a, cạnh bên tạo với 


đáy một góc 60°. Gọi М là trung điểm SC. Mặt phẳng đi qua AM và song song 
với ВР, cắt SB tại E và cắt SD tại F. Tính thể tích khối chóp S.AEMF. 


10. Cho hình lăng trụ đứng tam giác АВС.А'В'С” có tất cả các cạnh đều bàng а. 
a) Tính thể tích khối tứ diện А'ВВ'С. 
b) Mặt phẳng đi qua А'В” và trọng tâm tam giác АВС, cắt AC và BC lần lượt tại 
E và F. Tính thể tích hình chóp С.А'В'ЕЕ. 
11.Cho hình hộp A8CD.A'8 CĐ“. Gọi E và F theo thứ tự là trung điểm của các 
cạnh ВВ’ và DD’. Mặt phẳng (CEF) chia khối hộp trên làm hai khối đa diện. 
Tính tỉ số thể tích của hai khối đa diện đó. 


12. Cho hình lập phương A8CD.A'B'C”Ð” cạnh а. Gọi М là trung điểm của A'B’, N 
là trung điểm của ВС. 
a) Tính thể tích khối tứ diện A2MN. 
b) Mặt phẳng (DMN) chia khối lập phương đã cho thành hai khối đa diện. Gọi 
(H) là khối đa diện chứa đỉnh А, (H” là khối đa diện còn lại. 


“н 
Tính tỉ số —2.. 


Үн? 


CÂU HỒI TRẮC МСНІЁМ CHƯƠNG I 


1. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) Số đỉnh và số mặt của một hình đa diện luôn bằng nhau ; 
(B) Tồn tại hình đa diện có số đỉnh và số mặt bằng nhau ; 
(С) Tôn tại một hình da diện có số cạnh bằng số đỉnh ; 
(D) Tôn tại một hình đa diện có số cạnh và mặt bằng nhau. 


2. Trong các mệnh аё sau, mệnh đẻ nào dúng ? 
Số các đỉnh hoặc số các mặt của bất kì hình đa diện nào cũng : 
(A) Lớn hơn hoặc bằng 4; (B) Lớn hơn 4; 
(С) Lớn hơn hoặc bằng 5 ; (D) Lớn hơn 5. 


3. Trong các mệnh đề sau, mệnh dé nào đúng ? 
Số các cạnh của hình đa diện luôn luôn : 
(A) Lớn hơn hoặc bằng 6 (B) Lớn hơn 6 ; 
(С) Lớn hơn 7 ; (D) Lớn hơn hoặc bằng 8. 
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"Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

(A) Khối tứ diện là khối đa diện lồi ; 

(B) Khối hộp là khối đa diện lồi ; 

(С) Lắp ghép hai khối hộp sẽ được một khối đa diện lồi ; 

(D) Khối lăng trụ tam giác là khối đa diện lồi. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

(A) Hai khối chóp có diện tích đáy và chiều cao tương ứng bằng nhau thì có 
thể tích bằng nhau. 

(B) Hai khối hộp chữ nhật có diện tích toàn phần bằng nhau thì có thể tích 
bằng nhau. 

(C) Hai khối lăng trụ có diện tích đáy và chiêu cao tương ứng bằng nhau thì có 
thể tích bàng nhau. 


(D) Hai khối lập phương có diện tích toàn phần bằng nhau thì có thể tích bằng nhau. 


Cho hình chóp 5.АВС. Gọi A’ và B’ lần lượt là trung điểm của SA và SB. Khi đó 
tỉ số thể tích của hai khối chóp 5.А'В'С và SABC bằng : 


1 1 1 1 
А)—; В) – ; C)— ; D) —- 
(А) 5 8 = (© уе 


Cho hình chóp S.A8CD. Gọi A”, B”, С”, D” theo thứ tự là trung điểm của SA, SB, 
SC, SD. Tỉ số thể tích của hai khối chóp S.A“8“C”Ð” và S.ABCD bằng : 

1 1 1 
А) —; В) – $ d e р) — 
(А) ® (В) P: (С) 3 (D) 


Thể tích của khối làng trụ tam giác đều có tất cả các cạnh bàng a là : 


(А) Mạ 2 (В) Le г (ë) Be š (D) Be, 
3 4 2 4 

Cho hình hộp АВСЮ.А'В'С'Р'. Ti số thể tích của khối tứ diện ACB’D’ và Khối 
hộp ABCD A'B’C'D' bằng : 

1 1 1 ]. 
А)—; В) – ; С)—; р) —- 
(А) 5 (В) 3 (С) 4 (D) б 
Cho hình hộp A8CD.A8“C 7Ð, gọi О là giao điểm của AC và Вр. 
Ti số thể tích của khối chóp Ø.48“C”D' và khối hộp АВСЮ.А'В'С'Р' bàng : 


1 1 1 1 
буш уз Су =: Ру 
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CHƯƠNG П 


мАт NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CÂU 


Ф Mặt tròn xoay 
Ф Mặt nón tròn xoay, mặt trụ tròn xoay 
© Mặt cầu 


Làm đồ gốm trên bàn xoay 


81. KHÁI NIÊM VỀ МАТ TRÒN XOAY 


T- SỰ TẠO THÀNH МАТ TRÒN ХОАҮ 
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Xung quanh chúng ta có nhiều vật thể mà mặt ngoài có hình dạng là những 
mặt tròn xoay như bình hoa, nón lá, cái bát (chén) ăn cơm, cái cốc (li) uống 
nước, một số chi tiết máy (h.2.1)... Nhờ có bàn xoay với sự khéo léo của đôi 
bàn tay, người thợ gốm có thể tạo nên những vật dụng có dạng tròn xoay bằng 
đất sét. Dựa vào sự quay tròn của trục máy tiện, người thợ cơ khí có thể tạo 
niên những chỉ tiết máy bằng kim loại có dạng tròn xoay. Vậy các mặt tròn 
xoay được hình thành nhir thế nào 2 San đây chúng ta sẽ tìm hiển những tính 
chất hình học của mặt tròn xoay. 


“Trong khóng gian cho màt phàng (Р) chúa 
đường thẳng А và một đường @. Khi quay 
mặt phẳng (Р) quanh А một góc 360° thì 
mỗi điểm М trên đường Z vạch ra một 
đường tròn có tâm О thuộc А và nằm trên 
mặt phẳng vuông góc với A. Như vậy khi 
quay mặt phẳng (P) quanh đường thẳng A 
thì đường ё tạo nên một hình được gọi là 


mặt tròn xoay (h.2.2). 
Đường được gọi là đường sinh của mặt 


tròn xoay đó. Đường thẳng A được gọi là 
true của mặt tròn xoay. 


Hình 22 
А, Hãy nêu tên một số đồ vật mà mặt ngoài có 
hình dạng là các mặt tròn xoay. 


П- МАТ NÓN TRÒN XOAY 
1. Định nghĩa 


Trong mặt phẳng (P) cho hai 
_ đường thẳng d và А cắt nhau 
tại điển О và tạo thành góc В 
với 0° < B <90°. Khi quay mặt 
- phẳng (P) xung quanh А thì 
đường thẳng d sinh ra một mắt 
tròn xoay được gọi là mặt nón 
tròn xoay đỉnh O. Người ta 
thường gọi tắt mặt nón tròn 
xoay là mặt nón. Đường thẳng 
A gọi là trục, đường thẳng d gọi 
- là đường sinh và góc 2/8 gọi là 
: góc ở đỉnh của mặt nón đó 
(h.2.3). 


Hình 23 
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2. Hình nón tròn xoay và khối nón trón xoay 


a) Cho tam giác OIM vuông tại 1 (1.24). Khi 

quay tam giác đó xung quanh cạnh góc vuông o 
OI thì đường gấp khúc OMI tạo thành một 

hình được gọi là hình nón tròn xoay, gọi tắt là 

hình nón. 


Hình tròn tâm 7 sinh bởi các điểm thuộc cạnh 2 

IM khi IM quay quanh trục Ø7 được gọi là mặt 

đáy của hình nón, điểm О gọi là đỉnh của hình — 

nón. Độ dài đoạn ОГ gọi là chiéu cao của hình 

nón, đó cũng là khoảng cách từ О đến mặt М 
phẳng đáy. Dó dài đoạn ОМ gọi là độ dài 

đường sinh của tình nón. Phần mặt tròn xoay Hình 24 

được sinh ra bởi các điểm trên cạnh ОМ khi 


quay quanh trục ОГ gọi là mặt xung quanh của 
hình nón đó. 


b) Khối nón tròn xoay là phán không gian được giới hạn bởi một hình nón 
tròn xoay kể cả hình nón đó. Người ta còn gọi tắt khối nón tròn xoay là khối 
nón. Những điểm không thuộc khối nón được gọi là những dim ngoài của 
khối nón. Những điểm thuộc khối nón nhưng không thuộc hình nón ứng với 
khối nón ấy được gọi là những ёт trong của khối nón. Ta gọi dinh, mặt 
đáy, đường sinh của một hình nón theo thứ tự là đỉnh, mặt đáy, đường sinh 
của khối nón tương ứng. 


3. Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay 
a) Một hình chóp được gọi là nội tiép một hình nón nếu đáy của hình chóp là 
đa giác nội tiếp đường tròn đáy của hình nón và đỉnh của hình chóp là đỉnh 
của hình nón. Khi đó ta còn nói hình nón ngoai fiếp hình chóp. Ta có định 
nghĩa sau : 
Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay là giới hạn của 
điện tích xung quanh của hình chóp đêu nội tiếp hình nón đó 
khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


b) Công thức tính diện tích xung quanh của hình nón 


Gọi p là chu vi đáy của hình chóp đều nội tiếp hình nón và ¿ là khoảng cách 
từ đỉnh O tới một cạnh đáy của hình chóp đều đó thì diện tích xung quanh của 


" 1 
hình chóp đều là Spg = 5р4. (һ.2.5) 


Khi cho số cạnh đáy của hình chóp đều tăng о 
lên vô hạn thi p có giới һап là dó dài đường 

tròn đáy bán kính r của hình nón, q có giới 

hạn là độ dài đường sinh / của hình nón. Khi 

dó ta tính được diện tích xung quanh của 

hình nón theo công thức : 


S, T N 
Vậy : Diện tích xung quanh của hình nón 


tròn xoay bằng một nửa tích của độ dài 
đường tròn đáy và độ dài đường sinh. 


Hình 25 


Người ta gọi tổng diện tích xung quanh và diện tích đáy là điện tích toàn phân 
của hình nón. 


к> Chú ý. Diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình nón tròn xoay 
cũng là diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của khối nón được giới hạn 
bởi hình nón đó. 
Nếu cắt mặt xung quanh của hình nón tròn xoay theo một đường sinh rồi trải 
ra trên một mặt phẳng thì ta sẽ được một hình quạt có bán kính bằng độ dài 
đường sinh của hình nón và một cung tròn có độ dài bằng chu vi đường tròn 
đáy của hình nón. Ta có thể xem diện tích hình quạt này là diện tích xung 
quanh của hình nón. (h.2.6) 


A 45 


Hinh 2.6 
4. Thé tích khối nón tròn xoay 


а) Muốn tính thể tích khối nón tròn xoay ta dựa vào định nghĩa sau đây : 


Thể tích của khối nón tròn xoay là giới hạn của thể tích khối 
chóp đều nội tiếp khối nón đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 
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b) Công thức tính thể tích khối nón tròn xoay 


Та biết rằng thể tích của khối chóp bằng = tích của diện tích đa giác đáy và 


chiều cao của khối chóp đồ (chiều cao này cũng là chiều cao của khối nón). 
Khi cho số cạnh đáy của khối chóp đều tăng lên vô hạn thì diện tích đa giác 
đáy của khối chóp đều dó có giới hạn là diện tích hình tròn đáy của khối nón 
tròn xoay. Do đồ ta tính được thể tích của khối nón tròn xoay như sau ; 


Gọi V là thể tích của khối nón tròn xoay có diện tích đáy В và chiều cao Л, 
ta có công thức : 


: А 2 15 
Như vậy, nếu bán kính đáy bàng r thì 8 = zr”, khi đó: V = а 


5. Ví dụ 


Trong không gian cho tam giác vuông OIM vuông tại I, góc IOM = 30° và 
cạnh IM = a. Khi quay tam giác OIM quanh cạnh góc vuông ОГ thì đường gấp 
khúc OMI tạo thành một hình nón tròn xoay. 


a) Tính diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay đó. 
b) Tính thể tích của khối nón tròn xoay được tạo nên bởi hình nón tròn xoay 
nối trên. 
А 
Gidi 
a) Hình nón tròn xoay duoc tao nën có bán kính 
đáy là a và có độ dài đường sinh OM = 2a. o 
уау diện tích xung quanh của Mnh nón là : 


СУЯ 


= arl = ~a.2q = 2d” (һ.2.7). 

b) Khối nón tròn xoay có ch iêu cao h = OI = аз 
và có diện tích hình tròn đáy là d2. 

Vậy khối nón tròn xoay có thể tích là : 


4 
V=lxs2njB-?5 Б. 
3 3 Hình 27 


А, Cắt mặt xung quanh của một hình nón tròn xoay dọc theo một đường sinh rồi trải ra 
trên mặt phẳng ta được một nửa hình tròn bán kính R. Hỏi hình nón đó có bán kính 
r của đường tròn đáy và góc ở đỉnh của hình nón bằng bao nhiêu 2 


Ш- МАТ TRỤ TRÒN XOAY 


1. Định nghĩa 


Trong mặt phẳng (P) cho hai 
đường thẳng А và | song song 
với nhau, cách nhau một 
khoảng bằng г. КМ quay mặt 
phẳng (P) xung quanh A thì 
đường thẳng l sinh ra một mặt 
tròn xoay được gọi là mặt trụ 
tròn xoay. Người ta thường 
gọi tắt mặt trụ tròn xoay là 
mặt trụ. Đường thẳng А gọi 
là trục, đường thẳng 1 là 
đường sinh và r là bán kính Hình 28 
của mặt trụ đó (h.2.8). 


2. Hình trụ tròn xoay và khối trụ tròn xoay 


a) Ta hãy xét hình chữ nhật ABCD. Khi quay hình 
đó xung quanh đường thẳng chứa một cạnh, chẳng 
hạn cạnh АВ, thì đường gấp khúc ADCB tạo thành 
một hình được gọi là hình try tròn xoay hay còn 
được gọi tắt là hinh tru (h.2.9). 


Khi quay quanh АВ, hai cạnh AD và BC sẽ vạch ra 
hai hình tròn bằng nhau gọi là hai đáy của hình trụ, 
bán kính của chúng gọi là bán kính của hình trụ. 
Độ dài đoạn CD gọi là độ dài đường sinh của hình 
trụ, phần mặt tròn xoay được sinh ra bởi các điểm 
trên cạnh CD khi quay quanh АВ gọi là mặt xung 
quanh của hình trụ. Khoảng cách AB giữa hai mặt Hình 29 
phẳng song song chứa hai đáy là chiêu cao của 

hình trụ. 


35 


36 


b) Khói tru trón xoay là phán khóng 
gian duoc giói han bói mót hinh tru 
tròn xoay kể cả hình trụ đó. Khối trụ 
tròn xoay cồn được gọi tắt là khối frụ. 
Những điểm không thuộc khối trụ 
được gọi là những điển ngoài của 
khối trụ. Những điểm thuộc khối trụ 
nhưng không thuộc hình trụ gọi là 
những điển trong của khối trụ. Ta 
gọi mặt đáy, chiều cao, đường sinh, 
bán kính của một hình trụ theo thứ tự Các chỉ tiết máy có dạng hình trụ 
là mặt đáy, chiêu cao, đường sinh, 

bán kính của khối trụ tương ứng. 


3. Diện tích xung quanh của hình tru tròn xoay 


а) Một hình lãng trụ gọi là nội їїёр một hình trụ nếu hai đáy của hình lăng trụ 
ёр hai đường tròn đáy của hình trụ. Khi đó ta còn nói hình trụ ngoai tiếp 


nội 
hình lăng trụ. Ta có định nghĩa вай: 


Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay là giới hạn của 
điện tích xung quanh của hình lăng trụ đều nội tiếp hình trụ 


đó КМ số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


b) Công thức tính diện tích xung quanh của hình trụ 


Gọi p là chu vi đáy của hình lăng trụ đều nội tiếp 
hình trụ và Л là chiều cao của hình lăng trụ đó thì 
diện tích xung quanh của hình làng trụ đều là : 
S q = ph (h.2.10). 


x 


Khi cho số cạnh đáy của hình lăng trụ đều tăng lên 
vô hạn thì p có giới hạn là chu vi hình tròn đáy 
bán kính r của hình trụ, chiều cao bằng độ dài 
đường sinh / của hình trụ. Khi đó ta tính được diện 
tích xung quanh của hình trụ theo công thức 


Hình 2.10 


Vậy : Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay bằng tích của độ dài 
đường tròn đáy và độ dài đường sinh. 


Người ta gọi tổng diện tích xung quanh và diện tích của hai đáy là điện tích 
toàn phần của hình trụ. 


0s Chú ý. Diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình trụ tròn xoay cũng 
là diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của khối trụ được giới hạn bởi 
hình trụ đó. 
Nếu cắt mặt xung quanh của hình trụ theo một đường sinh, rồi trải ra trên một 
mặt phẳng thì ta sẽ được một hình chữ nhật có một cạnh bằng đường sinh / và 
một cạnh bằng chu vi của đường tròn đáy. Độ dài đường sinh / bằng chiều cao Л 
của hình trụ. Khi đó diện tích hình chữ nhật bằng diện tích xung quanh của 
hình trụ. (h.2.11) 


2mr 


Hình 211 
4. Thể tích khối trụ tròn xoay 
a) Muốn tính thể tích khối trụ tròn xoay ta dựa vào định nghĩa sau đây : 


Thể tích của khối trụ tròn xoay là giới hạn của thể tích khối lăng 
ёр khối trụ đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


trụ đều nội 


b) Công thúc tinh thể tích khối trụ tròn xoay 

Ta biết rằng thể tích của khối lăng trụ bằng tích của diện tích đa giác đáy và 
chiều cao của khối lăng trụ đó. Khi cho số cạnh đáy của khối lăng trụ đều 
tăng lên vô hạn thì diện tích của đa giác đáy của khối lăng trụ đều có giới hạn 
là điện tích của hình tròn đáy của khối trụ tròn xoay. Do đố ta tính được thể 
tích của khối trụ tròn xoay như sau : 


Gọi V là thể tích của khối trụ tròn xoay có diện tích đáy B và chiều cao h, ta 
có công thức : 
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Мїш уду, néu bán kính дау bàng r thi B = лг”, khi đồ : V = zr2h., 


А, Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' canh а. Tính diện tích xung quanh của hinh 
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trụ và thể tích của khối trụ có hai đáy là hai hình tròn ngoại tiếp hai hình vuông 
ABCD và A'B'CD'. 


5. Ví dụ 


Trong không gian, cho hình vuông ABCD cạnh a. Gọi 7 và H lần lượt là trung 
điểm của các cạnh АВ và CD. Khi quay hình vuông đó xung quanh trục IH ta 
được một hình trụ tròn xoay. 


a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay đó. 


b) Tính thể tích của khối trụ tròn xoay được giới hạn bởi hình trụ nói trên. 
cac 
Giai 


a) Hình trụ tròn xoay có bán kính đáy r = — và đường sinh / = a. Do đó diện 


ю|а 


tích xung quanh cüa hinh tru là : 


Say =2лті= 2л 


ЛЕЕ = ла? (2.12). 


ja 


b) Thể tích của khối trụ tròn xoay duoc tính theo công thức : 


2 
V = zr>h= (2) а= тт A 


Hinh 212 


BÀI TẬP 


. Cho đường tròn tâm О bán kính r nằm trên mặt phẳng (Р). Từ những điểm M 


thuộc đường tròn này ta kẻ những đường thẳng vuông góc với (P). Chứng minh 
rằng những đường thẳng như vậy nằm trên một mặt trụ tròn xoay. Hãy xác 
định trục và bán kính của mặt trụ đó. 

Trong mỗi trường hợp sau đây, hãy gọi tên các hình tròn xoay hoặc khối tròn 
xoay sinh ra bởi : 

a) Ba cạnh của hình chữ nhật khi quay quanh đường thẳng chứa cạnh thứ tư. 

b) Ba cạnh của một tam giác cân khi quay quanh trục đối xứng của nó. 


с) Một tam giác vuông kể cả các điểm trong của tam giác vuông đó khi quay 
quanh đường thẳng chứa một cạnh góc vuông. 


d) Một hình chữ nhật kể cả các điểm trong của hình chữ nhật đó khi quay 
quanh đường thẳng chứa một cạnh. 

Cho hình nón tròn xoay có đường сао h = 20 cm, bán kính đáy r = 25 ст. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình nón đã cho. 

b) Tính thể tích của khối nón được tạo thành bởi hình nón đó. 

с) Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến 


mặt phẳng chứa thiết diện là 12 cm. Tính diện tích thiết diện đó. 


Trong không gian cho hai điểm A, В cố định và có độ dài АВ = 20 ст. Gọi d là 
một đường thẳng thay đổi luôn luôn đi qua A và cách 8 một khoảng bằng 
10 cm. Chứng tỏ rằng đường thẳng d luôn luôn nằm trên một mặt nón, hãy xác 
định trục và góc ở đỉnh của mặt nón đó. 

Mộthình trụ có bán kính đáy r = 5 cm và có khoảng cách giữa hai đáy bằng 7 cm. 
a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể tích спа khối trụ được tạo nên 

b) Cát khối trụ bởi một mặt phẳng song song với trục và cách trục 3 cm. Hãy 

tính diện tích của thiết diện được tạo nên. 


Cắt một hình nón bằng một mặt phẳng qua trục của nó ta được thiết diện là một 
tam giác đều cạnh 2а. Tính diện tích xung quanh và thể tích của hình nón đó. 


5. 


a) Tinh diện tích xung quanh và diện tích toàn phán của hình trụ. 


Một hình trụ có bán kính r và chiêu cao h 


b) Tính thể tích khối trụ tạo nên bởi hình trụ đã cho. 
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10. 
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c) Cho hai điểm A và B lần lượt nằm trên hai đường tròn đáy sao cho góc giữa 
đường thẳng АВ và trục của hình trụ bằng 30°. Tính khoảng cách giữa 
đường thẳng АВ và trục của hình trụ. 

Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn (O ; r) và (O” ; г). Khoảng cách giữa hai 

đáy là OO” = r. Một hình nón có đỉnh là O” và có đáy là hình tròn (O ; r). 

а) Gọi 5; là diện tích xung quanh của hình trụ và S>là diện tích xung quanh 


р 5 ЖЕ bs 181 
của hình nón, hãy tính tỉ số =L. 


0; 
b) Mặt xung quanh của hình nón chia khối trụ thành hai phần, hãy tính tỉ số thể 
tích hai phần đó. 
Cát hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục ta được một tam giác vuông cân 
có cạnh huyền bằng а. 
а) Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích của khối nón tương ứng. 
b) Cho dây cung ВС của đường tròn đáy hình nón sao cho mặt phẳng (SBC) tạo 
với mặt phẳng chứa đáy hình nón một góc 60°. Tính diện tích tam giác SBC. 


Cho hình trụ có bán kính r và có chiều cao cũng bằng r. Một hình vuông ABCD 
có hai cạnh АВ và CD lần lượt là các dây cung của hai đường tròn đáy, còn cạnh 
ВС và АР không phải là đường sinh của hình trụ. Tính diện tích của hình vuông 


đó và côsin của góc giữa mặt phẳng chứa hình vuông và mặt phẳng đáy. 


52. МАТ САО 


Orra 
SIZE &wEIGHT 


Hinh 2.13 


Trong đời sống hàng ngày chúng ta thường thấy hình ảnh của mặt cầu thông 
qua hình ảnh bề mặt của quả bóng bàn, của viên bi, của mô hình quả địa cầu, 
của quả bóng chuyền (h.2.13), v.v... Sau đây chúng ta sẽ tim hiểu, nghiên cứu 
những tính chất hình học của mặt cầu. 


1- MẶT CẦU VÀ CÁC KHÁI NIỆM LIÊN QUAN ĐẾN MẶT CẦU 
1. Mặt cầu 
Tập hợp những điểm М trong không gian cách điểm О сё 


định một khoảng không đổi bằng r (r > 0) được gọi là mặt 
câu tâm О bán kính r (h.2.14). 


Người ta thường kí hiệu mặt cầu tâm О bán ет 


kính r là S(O ; г) hay viết tất là (S). Như vậy 
ta có mặt cầu S(O ; г) ={MI OM = r} š 


= Nếu hai điểm С, D nằm trên mặt cầu S(O ; r) 
thì đoạn thẳng CD (h.2.15a) được gọi là đây 
cung của mặt cầu đó. 
Hình 2.14 
4I 


— Dây cung АВ đi qua tám О được gọi là một đường kính của mặt cầu. Khi đó 
độ dài đường kính bằng 2r (h.2.15b). 


а) b) 
Hinh 2.15 


Một mặt cầu được xác định nếu biết tâm và bán kính của nó hoặc biết một 
đường kính của mặt cầu đó. 


2. Điểm nằm trong và nằm ngoài mặt cầu. Khối cầu 

Cho mặt cầu tâm O bán kính r và А là một điểm bất kì trong không gian. 

= Nếu OA = r thì ta nói điểm А nằm rên mặt cầu S(O ; r). 

— Nếu OA < r thì ta nói điểm A nằm trong mặt cầu S(O ; r). 

= Nếu OA > r thì ta nói điểm A nằm ngoài mặt cầu S(O ; r). 
Tập hợp các điển thuộc mặt cầu S(O ; r) cùng với các điểm 
nằm trong mặt câu đó được gọi là khối câu hoặc hình câu 
tâm О bán kính r. 

3. Biểu diễn mặt cầu 


Người ta thường dùng phép chiếu vuông góc lên 
mặt phẳng để biểu diễn mặt cầu. Khi đó hình biểu 
diễn của mặt cầu là một hình tròn. 

Muốn cho hình biểu diễn của mặt cầu được trực 
quan người ta thường vẽ thêm hình biểu diễn của 


một số đường tròn nằm trên mặt cầu đó (h.2.16). 
Hình 2.16 


4. Đường kinh tuyến và vĩ tuyến của mặt cầu 


Та có thể xem mặt cầu như là mặt tròn xoay được tạo nên bởi một nửa đường 
tròn quay quanh trục chứa đường kính của nửa đường tròn đó. Khi đó giao 


tuyến của mặt cầu với các nửa mặt phẳng có bờ là trục của mặt cầu được gọi 
là kinh tuyến của mặt cầu, giao tuyến (nếu có) của mặt cầu với các mặt phẳng 
vuông góc với trục được gọi là vĩ ứiyến của mặt cầu. Hai giao điểm của mặt 
cầu với trục được gọi là hai сис của mặt cầu (Һ.2.17). 


Vĩ tuyên 


Hình 217 


А, Tìm tập hợp tâm các mặt cầu luôn luôn di qua hai điểm cố dinh A và В cho trước. 


П. GIAO СОА МАТ CÂU VÀ МАТ PHẲNG 


Cho mặt cầu S(O ; г) và mặt phẳng (Р). Gọi H là hình chiếu vuông góc của 
О lên mặt phẳng (P). Khi đó h = OH là khoảng cách tir O tới mặt phẳng (P). 
Та сб ba trường hợp sau : 


1. Trường hop h > г 


Nếu M là một điểm bất kì trên mặt 
phẳng (P) thì ОМ >ОН. Từ đó suy ra 
ОМ > r. Vậy mọi điểm M thuộc mặt 
phẳng (P) đều nằm ngoài mặt cầu. Do 
đó mặt phẳng (P) không có điển 
chung với mặt cầu (h.2.18). 


Hình 2 18 
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2. Trường һорһ=г 
Trong trường hợp này điểm H thuộc mặt cầu S(O ; r). Khi đó với mọi điểm M 
thuộc mặt phẳng (Р) nhưng khác với Н ta luôn luôn сб: 

OM > ОН = r nênOM > r. 


Như vậy H là điểm chung duy nhất của mặt cầu S(O ; r) và mặt phẳng (P). 
Khi đó ta nói mặt phẳng (Р) tiếp xúc với mặt cầu S(O ; r) tại Н (h.2.19). 


Hình 219 


Điểm Н gọi là їёр điển của mặt cầu S(O ; r) và mặt phẳng (Р), mặt phẳng 
(Р) gọi là mặt phẳng tiếp xúc hay tiếp điện của mặt cầu. Vậy ta сб: 


Điều kiện cán và đủ để mặt phẳng (Р) tiếp xúc với mặt cầu 
- S(O ; r) tại điểm H là (Р) vuông góc với bán kính OH tại 
điểm H đó. 
3. Trường hợp h < r 


Trong trường hợp này mặt phẳng cắt mặt cầu theo đường tròn tâm H, bán 


каш 2-2 (1.2.20). 


Hình 220 


“Thật vậy, gọi M là một điểm thuộc giao tuyến của mặt phẳng (P) với mặt cầu 


S(O ; г). Xét tam giác vuông OMH ta có MH = ү h2, do dó M thuóc 


đường tròn tam Н nằm trong mặt phẳng (Р) và có bán kính r” = 
Đặc biệt khỉ h = 0 thì tâm О của mặt cầu thuộc mặt phẳng (P). Ta có giao 
tuyến của mặt phẳng (P) và mặt cầu S(O ; r) là đường tròn tâm O bán kính r. 


Đường tròn này được gọi là đường tròn lớn (h.2.21) 


Đường tròn lớn 
* 


Hinh 2.21 


Mặt phẳng đi qua tâm О của mặt cầu gọi là mặt phẳng kính của mặt cầu đó. 


А 2 a) Hãy xác dinh đường tròn giao tuyến của mặt cầu S(O ; r) và mặt phẳng (o) biết 


rằng khoảng cách từ tâm О đến (о) bằng 2. 


b) Cho mặt cầu S(O ; г), hai mặt phẳng (a) và (/ có khoảng cách đến tâm О của 
mặt cầu đã cho lần lượt là a và b (0 < a < b < r). Hãy so sánh hai bán kính của 
các đường tròn giao tuyến. 


Ш- GIAO CỦA МАТ CẦU VỚI ĐƯỜNG THẲNG. TIẾP TUYẾN CỦA 
МАТ CÂU 
Cho mặt cầu S(O ; г) và đường thẳng A . 
Gọi H là hình chiếu vuông góc của tâm О trên А và d = OH là khoảng cách 


từ O tới A. 
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Tuong tự như trong trường hợp mặt cầu và mặt phẳng, ta có ba trường hợp 
sau đây : 


1. Nếu d > r thì A không cắt mặt cầu S(O ; r) (h.2.22), vì với mọi điểm M 


thuộc А ta đều có OM > r và như vậy mọi điểm М thuộc А đều nằm ngoài 
mặt cầu. 


Г 


Hình 2.22 


2. Nếu d = r thì điểm Н thuộc mặt cầu S(O ; ғ). Khi đó với mọi điểm М thuộc A 
nhưng khác với Н ta luôn luôn có ОМ > ОН = r nên OM > r. Như vậy H là 
điểm chung duy nhất của mặt cầu S(O ; r) và đường thẳng А. Khi đó ta nói 
đường thẳng А тёр xúc với mặt cầu S(O ; r) tại H. Điểm H gọi là ёт tiếp 
xúc (hoặc fiếp điển) của А và mặt cầu. Đường thẳng А gọi là fiếp tuyên của 
mặt cầu. Vậy ta có : 


Điều kiện cần và đủ để đường thẳng A tiếp xúc với mặt câu 
S(O ;r) tại điển H là А vuông góc với bán kính OH tại điểm 
H đó (h.2.23). 


Ге. 


Hình 2.23 


3. Nếu d < r thì đường thẳng А cắt mặt cầu S(O ; r) tại hai điểm М, N phân 
biệt. Hai điểm đó chính là giao điểm của đường thẳng A với đường tròn giao 
tuyến của mat cầu S(O ; r) và mật phẳng (О, А) (h.2.24). 


Hinh 2.24 


Đặc biệt, khi d = 0 thì đường thẳng А đi qua tâm O và cắt mặt cầu tại hai 
điểm A, B. Khi đó AB là đường kính của mặt cầu (h.2.15b). 

Nhận xét. Người ta chứng minh được rằng : 

а) Qua một điểm А nằm trên mặt cầu S(O ; r) có vô số tiếp tuyến của mặt cầu 
đó. Tất cả các tiếp tuyến này đều vuông góc với bán kính ОА của mặt cầu tại 
A và đều nằm trên mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A đó (h.2.25). 


b) Qua một điểm А пат ngoài mat cầu S(O ; г) сб vô số tiếp tuyến với mat 
cầu đã cho. Các tiếp tuyến này tạo thành một mặt nón đỉnh A. Khi đó độ dài 
các đoạn thẳng kẻ từ А đến các tiếp điểm đều bằng nhau (h.2.26). 


A 


Hình 225 Hình 226 


0 Chú ý. Người ta nói mặt câu nội tiếp hình đa diện nếu mặt cầu đó tiếp xúc với 


tất cả các mặt của hình đa diện, còn nói mặt cầu ngoại tiếp hình đa điện nếu 
tất cả các đỉnh của hình đa diện đều nằm trên mặt cầu. 


Khi mặt cầu nội tiếp (ngoại tiếp) hình đa diện, người ta cũng nói hình đa diện 
ngoại tiếp (nội tiếp) mặt câu. 
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А, Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bàng а. Hãy xác định tâm và bán kính 
mặt cầu : 
a) Đi qua 8 đỉnh của hình lập phương. 
b) Tiếp xúc với 12 cạnh của hình lập phương. 
c) Tiếp xúc với 6 mặt của hình lập phương. 


IV- CÔNG THÚC TÍNH DIỆN TÍCH МАТ CÂU VÀ THỂ TÍCH KHỐI CÂU 


Dùng phương pháp giới hạn người ta chứng minh được các công thức về tính 
diện tích của mặt cầu và thể tích của khối cầu như sau : 


5= 4л12 


Mặt cầu bán kính r có diện tích là : 


Khối cầu bán kính r có thể tích là : 


пз Chú ý 


a) Diện tích S của mặt cầu bán kính r bằng bốn lần diện tích hình tròn lớn của 
mặt cầu đó. 


b) Thể tích V của khối cầu bán kính r bằng thể tích khối chóp có diện tích đầy 
bằng diện tích mặt cầu và có chiêu cao bằng bán kính của khối cầu đó. 


А, Cho hình lập phương ngoại tiếp mặt cầu bán kính г cho trước. Hãy tính thể tích của 
hình lập phương đó. 
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10. 


BÀI TẬP 


. Tìm tập hợp tất cả các điểm М trong không gian luôn luôn nhìn đoạn thẳng AB 


cố định dưới một góc vuông. 

Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng а. Hãy xác 
định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó. 

Тіт tập hợp tâm các mặt cầu luôn luôn chứa một đường tròn cố định cho trước. 


"Tìm tập hợp tâm những mặt cầu luôn cùng tiếp xúc với ba cạnh của một tam 
giác cho trước. 


Tù một điểm М nằm ngoài mặt cầu S(O ; r) ta Кё hai đường thẳng cắt mặt cầu 
lần lượt tại A, В và C, D. 

а) Chứng minh rằng МА.МВ = МС.МР. 

b) Gọi MO = d. Tính MA.MB theo r và d. 

Cho mặt cầu S(O ; г) tiếp xúc với mặt phẳng (P) tai Z. Gọi М là một điểm nằm 
trên mặt cầu nhưng không phải là điểm đối xứng với / qua tâm O. Từ M ta kẻ 
hai tiếp tuyến của mặt cầu cắt (P) tại A và 8. Chứng minh rằng AMB = ABB. 


Cho hình hộp chữ nhật ABCD А'В'С'Р' có АА' = а, АВ = b, AD = с. 
а) Hãy xác định tâm và bán kính của mặt cầu đi qua 8 đỉnh của hình hộp đó. 


b) Tính bán kính của đường tròn là giao tuyến của mặt phẳng (ABCD) với mặt 
cầu trên. 


Chứng minh rằng nếu có một mặt cầu tiếp xúc với 6 cạnh của một hình tứ diện 
thì tổng đệ đài của các cặp cạnh đối diện của tứ diện bằng nhau 


Cho một điểm А cố định và một đường thẳng а cố định không đi qua А. Gọi О 
là một điểm thay đổi trên а. Chứng minh rằng các mặt cầu tâm О bán kính 
r = ОА luôn luôn đi qua một đường tròn cố định. 


Cho hình chóp S.A8C có bốn đỉnh đều nằm trên một mặt cầu, SA = а, SB = b, 


SC = с và ba cạnh SA, SB, SC đôi một vuông góc. Tính diện tích mặt cầu và thể 
tích khối cầu được tạo nên bởi mặt cầu đó. 
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P CHUONG П 


. Cho ba điểm A, B, C cùng thuộc một mặt cầu và cho biết АСВ = 90°. Trong 


các khẳng định sau khẳng định nào là đúng 2 
a) Đường tròn qua ba điểm А, В, С nằm trên mặt cầu. 
b) АВ là một đường kính của mặt cầu đã cho. 
с) AB không phải là đường kính của mat cầu. 


4) АВ là đường kính của đường tròn giao tuyến tạo bởi mặt cầu và mặt phẳng (АВС). 


Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (АВС) và cạnh BD 
vuông góc với cạnh ВС. Biết АВ = AD = a, tính diện tích xung quanh và thể tích 
của khối nón được tạo thành khi quay đường gấp khúc BDA quanh cạnh AB. 


Chứng minh rằng hình сһбр có tất cả các cạnh bên bằng nhau nội tiếp được 
trong một mặt cầu. 


Hình chóp S.A8C có một mặt cầu tiếp xúc với các cạnh bên SA, SB, SC và tiếp 
xúc với ba cạnh A8, 8C, CA tại trung điểm của mỗi cạnh. Chứng minh rằng 
hình chóp đó là hình chóp tam giác đều. 


Cho tứ diện đều ABCD cạnh а. Gọi H là hình chiếu vuông góc của đỉnh А 

xuống mặt phẳng (BCD). 

a) Chứng minh Н là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD. Tính độ dài đoạn АН. 

b) Tính diện tích xung quanh và thể tích của khối trụ có đường tròn đáy ngoại 
tiếp tam giác BCD và chiều cao AH. 


Cho hình vuông ABCD cạnh a. Từ tâm О của hình vuông dựng đường thẳng А 


а 


vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Trên А lấy điểm S sao cho OS = 2 хас 


định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. Tính diện tích của 
mặt cầu và thể tích của khối cầu được tạo nên bởi mặt cầu đó. 

Cho hình trụ có bán kính đáy r, trục OO” = 2r và mặt cầu đường kính OO”. 

a) Hãy so sánh diện tích mặt cầu và diện tích xung quanh của hình trụ đó. 


b) Hãy so sánh thể tích khối trụ và thể tích khối cầu được tạo nên bởi hình trụ 
và mặt cầu đã cho. 


CÂU HÓI TRÁC NGHIỆM CHƯƠNG II 


. Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng а. Gọi S là diện tích xung 


quanh của hình trụ có hai đường tròn đáy ngoại tiếp hai hình vuông АВСР và 
А'В'С'р'. Diện tích S là : 


(A) na; (B) za 2 š 
(O) ла? ; D) = 


. Gọi S là diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay được sinh ra bởi đoạn 


thẳng AC” của hình lập phương АВСЮ.А'В'С'Р' có cạnh b khi quay xung quanh 
trục AA”. Diện tích S А : 


(А) лЬ?; (В) zð242 ; 
(с) zð24 ; (D) zð246. 


Hinh chóp S.ABC сб дау là tam giác АВС vuóng tai А, có SA vuóng góc vói 
màt phàng (АВС) và có SA = a, AB = b, AC = с. Màt cáu di qua các dinh A, B, 
С, S có bán kính r bằng : 


(A) 24+b+e) ; (В) Wa? +b? +c? ; 


3 


(С) ууа? +62 +c? ч (D) а? +Ь?+с”. 


Cho hai diém có dinh A, В và тїбї diém М di dóng trong khóng gian nhung 
luôn thoả mãn điều kiện МАВ =a với 0° <æ <90°. Khi đó điểm М thuộc 
mặt nào trong các mặt sau : 

(A) Mặt nón; (B) Mặt trụ ; 

(C) Mặt cầu ; (D) Mặt phẳng. 


Số mặt cầu chứa một đường tròn cho trước là : 
(A)0; (В) 1; 
(С) 2; (D) vô số. 
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в. 


10. 


22 


“Trong các đa diện sau đây, đa diện nào không luôn luôn nội tiếp được trong 
mặt cầu : 

(A) hình chóp tam giác (tứ diện) ; 

(B) hình chóp ngũ giác đều ; 

(С) hình chóp tứ giác ; 

(D) hình hộp chữ nhật. 


Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (АВС) và cạnh BD 
vuông góc với cạnh ВС. Khi quay các cạnh tứ diện dó xung quanh trục là 
cạnh АВ, có bao nhiêu hình nón được tạo thành 2 

(A)I; (B)2; 

(G3; (0) 4. 


Cho hình lập phuong АВСР.А'В'С”Р' có cạnh bàng а. Một hình nón có đỉnh là 
tâm của hình vuông ABCD và có đường tròn đáy ngoại tiếp hình vuông 
А'В'С'Р'. Diện tích xung quanh của hình nón đó là : 


ла243 ла? y 


A Е В 
a-z (В) 


ш mà, 


(D) 


(O) 


Cho tam giác đều ABC canh a quay xung quanh đường cao AH tạo nên một 
hình nón. Diện tích xung quanh của hình nón đó là : 


(А) ла”; (В) 2za2; 


1 52 3 2 
С) —Za” ; D) —Za“. 
Gói Da 


Trong các mênh dë sau dày, mênh dë nào sai ? 

(A) Mặt trụ và mặt nón có chứa các đường thẳng. 

(B) Mọi hình chóp luôn nội tiếp trong mặt cầu. 

(C) Có vô số mặt phẳng cắt mặt cầu theo những đường tròn bằng nhau. 


(D) Luôn có hai đường tròn có bán kính khác nhau cùng nằm trên một mặt nón. 


11. Cho hình trụ có bán kính đáy bàng г. Gọi O, O” là tâm của hai đáy với OO” = 2r. 
Một mặt cầu (5) tiếp xúc với hai đáy của hình trụ tại О và О”. Trong các mệnh 
đề dưới đây, mệnh đề nào sai ? 


(A) Diện tích mặt cầu bằng diện tích xung quanh của hình trụ. 


че 0 aa as š Eo iugi 
(B) Diện tích mặt cầu bằng 5 diện tích toàn phần của hình trụ 
Р аон S N, n 
(C) Thê tích khói câu bang Я thé tích khói tru. 
= ара ца : 
(D) Thể tích khối cầu bằng 3 thé tích khói tru. 


12. Một hình hộp chữ nhật nội tiếp mặt cầu và có ba kích thước là a, b, c. Khi đó 
bán kính r của mặt cầu bằng 


а ТЕ ; (В) Va +b +e? ; 
Ча? +2 +с” 


(с) у2(а2 +52 +с?); (0) = 


13. Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp hai mặt của một hình lập 
phương cạnh z. Thể tích của khối trụ đó là : 


1 з 1з 
A)—a 7; В) —a 7 ; 
( 2 (Ву 

1 
(С) тал; (D) ал. 


14. Một hình tứ diện đều canh а có một đỉnh trùng với đỉnh của hình nón, ba đỉnh 
cồn lại nằm trên đường tròn đáy của hình nón. Khi đó diện tích xung quanh 
của hình nón là : 


(A) зяр; (В) sz P ; 


© iro ; (р) za243. 
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15. Trong các mệnh dé sau đây mệnh đề nào sai ? 
(A) Bất kì một hình tứ diện nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 
(B) Bất kì một hình chóp đều nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 
(С) Bất kì một hình hộp nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 


(D) Bất kì một hình hộp chữ nhật nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 


16. Người ta bó ba quả bóng bàn cùng kích thước vào trong một chiếc hộp hình trụ 
сб đầy bằng hình tròn lớn của quả bóng bàn và chiều cao bằng ba lần đường 
kính quả bóng bàn. Gọi $S, là tổng diện tích của ba quả bóng bàn, S, là diện 


р ¿s 
tích xung quanh của hình trụ. ТЇ số = Бапа: 


(А)1; ®)2; 
(С) 1,5; (D) 12. 


17. Người ta xếp 7 viên bi có cùng bán kính r vào một cái lọ hình trụ sao cho tất cà 
các viên bi đều tiếp xúc với đáy, viên bi nằm chính giữa tiếp xúc với 6 viên bi 
xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đều tiếp xúc với các đường sinh của lọ 
hình trụ. Khi đó diện tích đáy của cái lọ hình trụ là : 


(А) 167r? ; (В) 18zr2; 


(С) 9лг2 ; (D) 36zr7. 


18. Cho ba điểm A, С, B nằm trên một mặt cầu, biết rằng góc АСВ = 90°. Trong 
các khẳng định sau, khẳng định nào là đúng ? 
(А) АВ là một đường kính của mặt cầu. 
(В) Luôn có một đường tròn nằm trên mặt cầu ngoại tiếp tam giác АВС. 
(С) Tam giác ABC vuông cân tại С. 


(D) Mặt phẳng (АВС) cắt mặt cầu theo giao tuyến là một đường tròn lớn. 
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P aa: 


RNhüng vấn đề có liên quan đến kinh tuyến 
và vĩ tryến của Trái Đất 


1. Việc đánh số các kinh tuyến và vĩ tuyến 

Trái Đất là một trong các hành tinh của Hệ Mặt Trời, có dạng hình cầu với 
bán kính z 6370 km. Đường xích đạo là vĩ tuyến dài nhất, dài khoảng 
40 076 km, chia Trái Đất thành hai phán : bán cầu Bắc và bán cầu Nam. Để 
đánh số các kinh tuyến và vĩ tuyến trên bề mặt Trái Đất, người ta phải chọn 
một kinh tuyến và một vĩ tuyến làm gốc. Kinh tuyến gốc và vĩ tuyến gốc 
đêu được ghi số 0°. Kinh tuyến gốc đi qua đài thiên văn Grin-uýt ở ngoại ó 
thành phố Luân Đôn (nước Anh), tuy hiện nay đài thiên văn này đã chuyển 
đi nơi khác, nhưng kinh tuyến gốc vẫn ở chỗ cũ. VT тиуёп gốc chính là 
đường xích đạo (h.2.27). 


Xích đạo : 


A Kinh tuyën góc 
Vi tuyến gốc үа 


Hinh 2.27 


Những kinh tuyến nằm ở phía đông của kinh tuyến gốc là những kinh tuyén 


đông (D) được đánh số từ 1°, 2°, ... đến 180°. Kinh tuyến 180° là kinh 
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tuyến đối diện với kinh tuyến 0°. Tương tự, những kinh tuyến nằm phía tây 
của kinh tuyến gốc là những kinh tuyến tây (T). 

Các vĩ tuyến ở phía bắc xích đạo và phía nam xích đạo theo thứ tự đều được 
đánh số từ 1°, 29, .. đến 90°. Vị trí của mỗi địa điểm trên Trái Đất được xác 
định tại chỗ cắt nhau của cặp kinh tuyến và vĩ tuyến đi qua điểm đó. Ví dụ ta 
có kinh độ và vĩ độ của một điểm M là : 


25°р 
M 
30°B. 
Với toa độ địa lí của điểm M đó, ta hiểu rằng điểm M nằm trên kinh tuyến 


25° về phía đông kinh tuyến gốc và nằm trên vĩ tuyến 30° về phía bắc quả 
Địa cầu. 


2. Các khu vực giờ trên Trái Đất 


@ @ 
лэ [за Га ав |а [ла [зә [ао [аи [гәз [о [а 2 з а [2 [8 [5 Гео ој [а] 


Các khu vực giờ trên Trái Đất 
Hình 228 
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“Trái Đất tự quay một vòng quanh trục của nó trong khoảng 24 giờ. Dé tiện 
cho việc tính giờ và giao dịch trên thế giới, người ta chia bë mặt Trái Đất ra 
24 múi giờ. Mỗi khu vực có một giờ riêng, chiều rộng mỗi khu vực bằng 
15 kinh độ và lấy giờ của kinh tuyến đi qua chính giữa khu vực đó làm giờ 
chung của khu vực. Khu vực có kinh tuyến gốc đi qua được quy định là khu 
vực giờ 0. Nước Việt Nam ta ở khu vực giờ thứ 7 (h.2.28). 


Hội nghị quốc tế năm 1884 quy định khu vực có kinh tuyến gốc đi qua làm 
khu vực giờ gốc và đánh số 0. Ranh giới của khu vực này là từ kinh tuyến 
7°30' Т đến 730 Ð. Từ khu vực giờ gốc về phía đông là khu vực có số thứ 
tự tăng dần (từ 1, 2, 3, ... đến 23) và mỗi khu vực cách nhau 1 giờ. Khu vực 
giờ số 0 trùng với khu vực giờ số 24. Về mặt nguyên tắc, giới hạn của các 
khu vực giờ là các đường kinh tuyến được đánh số, nhưng trong thực tế ở 
một số khu vực, các đường giới hạn đó lại là các đường gấp khúc để phù hợp 
với các đường biên giới quốc gia. Đối diện với khu vực giờ gốc (0 giờ) là 
khu vực số 12 và để tính ngày giờ được thuận tiện trong các hoạt động 
chung của thế giới, người ta quy định lấy kinh tuyến 180° qua khu vực giờ 
số 12 nằm giữa Thái Bình Dương làm đường chuyển (đổi) ngày quốc tế. 
Nếu đi từ phía Tây sang phía Đông qua kinh tuyến 180° thì phải lùi lại một 
ngày lịch, còn nếu đi từ phía đông sang phía tây qua kinh tuyến 180° thì 
phải tăng thêm một ngày lịch. 


3. Các vĩ tuyến đặc biệt : các vòng cực và các chí tuyến 


Trong khi quay quanh Mặt Trời, trục Trái Đất luôn nghiêng và không đổi 
phương, có lúc nghiêng bán cầu Bắc, có lúc nghiêng bán cầu Nam về phía 
Mặt Trời. Do đường phân chia sáng tối không trùng với trục Bắc — Nam của 
Địa cầu nên ở bán cầu Bắc và ở bán cầu Nam có hiện tượng ngày đêm dài 


ngắn khác nhau. 


Các địa điểm nằm trên đường xích đạo (ở vĩ tuyến 0° ), quanh năm lúc nào 
cũng có ngày đêm dài như nhau. 


Vào ngày 22-6 (tức là ngày hạ chí) các địa điểm từ vĩ tuyến 66933' Bắc 
đến cực Bắc và vào ngày 22—12 (tức là ngày đông chí) các địa điểm từ vĩ 
tuyến 66°33' Nam đến cực Nam có ngày hoặc đêm dài suốt 24 giờ. Các vĩ 
tuyến 66°33' Bắc và Nam của hai bán cầu được gọi là Vòng cực Bắc và 


Vòng cực Nam. 


57 


58 


Vào ngày hạ chí, Mặt Trời chiếu thẳng góc vào vĩ tuyến 23927' Bắc và vào 


ngày đông chí Mặt Trời chiếu thẳng góc vào vĩ tuyến 23°27' Nam. Các vĩ 
tuyến này lần lượt được gọi là Chí tuyến Bắc và Chí tuyến Nam (h.2.29). 


22-6 22-12 


Hình 2 29 


Vào các ngày 21—3 (túc là ngày xuán phán) và ngày 23—9 (túc là ngày thu 
phân) hai bán cầu nhận được góc chiếu như nhau của Mặt Trời, do đó tiếp thu 
được một lượng nhiệt và ánh sáng như nhau (h.2.30). 


Hình 230 


Сас chí tuyến và các vòng cực là những vi tuyến đặc biệt làm ranh giới phân 
chia bé mặt Trái Đất ra năm vành đai nhiệt song song với xích đạo. Tương 
ứng với năm vành đai nhiệt, người ta chia Trái Đất ra năm đới khí hậu sau đây 
(ЗГ 


бис Мат 


Hinh 231 


* Nhiệt đới chứa xích đạo giới hạn từ vĩ tuyến 23°27' Bắc đến vĩ tuyến 
23°27' Nam. Đó là miền giữa hai Chí tuyến Bắc và Chí tuyến Nam. Đây là 
vùng khí hậu nóng. 

* Ôn đới gồm có hai đới khí hậu, bao gồm từ Chí tuyến Bắc đến Vòng cực 
Bắc và từ Chí tuyến Nam đến Vòng cực Nam. Đây là hai khu vực có lượng 
nhiệt trung bình và có bốn mùa thể hiện rất rõ trong năm. 

* Hàn đới gồm hai đới khí hậu từ Vòng cực Bắc đến cực Bắc, Vòng cực 
Nam đến cực Nam. Đây là hai khu vực giá lạnh và сб băng tuyết hầu như 
quanh пат. 

Như vậy sự phân hoá khí hậu trên bë mặt Trái Đất phụ thuộc vào nhiều yếu 

tố, trong đó có sự phân hoá theo vĩ độ. 


59 


60 


4. Vị trí của nước Việt Nam 
Xem bản đồ khu vực Đông Nam Á, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng vùng đất 
liền của nước Việt Nam ở vào vùng kinh tuyến từ 102°10' Ð đến 109°24' Ð 


và ở vào vùng vĩ tuyến từ 8°34' B đến 23°23' B(h.232). 


Bản đồ khu vực Đông Nam Á 


Hình 232 


CHƯƠNG Ш 


PHUGNG PHÁP ТОА DÓ 
TRONG KHÓNG GIAN 


Ф Hë toa độ trong không gian 
* Phương trình mặt phẳng 
Phương trình đường thẳng 


Trụ sở Liên Hiệp Quốc tại Niu Oóc (New York) 
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81. HỆ ТОА ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 


— > 


Trái Dát và Tram уй tru ISS (Intemational Space Station) trong khóng gian 


L ТОА ĐỘ CÚA ĐIỂM VÀ СОА VECTO 


1. Hệ toa độ 

Trong không gian, cho ba trục x'Ox, y'Oy, 
:'О: vuông góc với nhau từng đôi một. Gọi 
i, j, k lần lượt là các vectơ đơn vị trên các 
trục x'Ox, yOy, z'O:. 

Hệ ba trục như vậy được gọi là hê truc toa 
độ Dé-các vuông góc Oxyz trong không 


gian, hay đơn giản được gọi là hệ toa độ 
Oxyz (h.3.1). 


Hình 3.1 


Điểm О được gọi là gốc toa độ. 


Các mặt phẳng (Оху), (Oyz), (Осх) đôi một vuông góc với nhau được gọi là 
các mặt phẳng toạ độ. 


Không gian với hệ toa độ Oxyz còn được gọi là không gian Oxyz. 


Vì i, j, k là ba vectơ đơn vị đôi một vuông góc với nhau nên : 


A 


và Fj=jk=ki=0. 


А, Trong không gian Oxyz, cho một điểm М. Hãy phân tích месіс ОМ theo ba vectơ 
không đồng phẳng H T K đã cho tên các trục Ох, Оу, Oz. 


2. Toạ độ của một điểm 


"Trong không gian Oxyz, cho một điểm М tuỳ ý. Vì ba vectd 7, 7, Ё không 
đồng phẳng nên có một bộ ba số (x ; у; z) duy nhất sao cho : 


ом =хї+у]+:К (h 3:25. 


Ngược lại, với bộ ba só (x ; 
thoả mãn hệ thức ОМ =: 


Та goi bó Ба só (х z) đó là toa độ của điểm М đối với hệ trục toa độ Oxyz 


đã cho và viết : 


М = (х; у; 2) hoặc М(х; y; с). 
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3. Toa độ của vecto 
Trong không gian Oxyz cho vecto @, khi dó luôn tón tại duy nhất bộ ba số 
(ar; as; as) sao cho : а= a+ as j+aE. 
Ta gọi bộ ba số (а; а»; аз) đó là toa độ của vectơ а đối với hệ toa độ Oxyz 
cho trước và viết đ = (ai: ау; ау) hoặc а(а; а; as). 
Nhận xét. Trong hệ toa độ Oxyz, toa độ của điểm М chính là toa độ của vecto ом. 
Тасб:М=(х;у;:)© ом =(x;y;2). 

А, Trong không gi gian Ох Oxyz, nhị cho hình hộp chữ nhật ABCD.. ARBED có đỉnh A trùng với 

gốc O, có AB, AD, АА! theo thú tu cùng hướng với ї, ў, k và có АВ = a, 


AD = b, AA' = с. Hãy tính toa độ các vectơ АВ, АС, AC và AM với Ма trung 
điểm của cạnh СО. 


П- BIỂU THÚC ТОА ĐỘ СОА CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ 
Định í 
Trong không gian Oxyz cho hai vecto а= (ар; a3; dy) và 
P=(ị: bạ; by). Ta có : 
а) й+Б= (а +h ; а +; аз +b), 
b) gt b= (а= bi; a-b; a — bs), 
c) ka= k(a,;aəs ;a3)= (Кау; kas; Каз) 
với k là một số thuc. 
Chúng minh 
Theo giả thiết: g =a#+ a, j+ azk Я p=- b¬+ bj+bk, 
=$ 2+ (ц ++ (аз +Ь»)]+ (as +hị)k. 
Vậy ga b= (a, +b; a+b; a, +b). 


Chứng minh tương tự cho trường hop b) và c). 


нё аиа 


a) Cho hai vectø à = (а; a, ; а) và b= (b, 3 bạ; by) : 


b)Vectơ 0 có toa độ là (O ; 0 ; 0). 

c) Vái b= 0 thì hai vectơ а và b cùng phương khi và chỉ khi 
có một số k sao cho : ai = КЫ, as = КЬ», аз = КЬ. 

d) Trong không gian Oy, nếu cho hui điểm А(х 4; Ya 24), 
B(Xp: Ув: Zg) thì : 
. AB=OB-OA= (xp — xA; Yg—YA¡Zg—ZA)- 
e Toa dó trung điển М của đoạn thẳng АВ là 


(а= „ЖАЛУ. , iata) 


2 2 2 


Ш. TÍCH VÔ HƯỚNG 
1. Biểu thúc toa độ của tích vô hướng 
Định ї 
Trong không gian Oxyz, tích vô hướng của hai уесіо 


а= (а); đa; as) và bệ (ру; bz; bs) được xác định bdi công thức 


а =a 


Chúng minh 


аһ = (аї+а»]+а;®Ё) “(bị t by j +Ь,Ё) 


2 Pes -- ¬¬ 
ajbi +atbai.j+apbaik+aahi j + 


-2 -- =- T¬ -2 
+ ab» j +азз j.k +azbki+az3b>k.j+azbąk . 
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¬2 йэ же а 


Vì =j =k =lvàj=j#=EFÏ= 0 nên 


đb= ab + asb> + azb; . 
2. Ú, ng dung 
a) Dó dài của một vectơ. Cho vectơ а= (а; as; as). 


Ta biét rang zf =@? hay |đ|= #2. Do đó 


lal = үа ЯР а + аг я 


b) Khoảng cách giữa hai điểm. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm 
Alxa: và: Za) và Вр: Ур: ср). Khi đó khoảng cách giữa hai điểm А và 


B chính là độ dài của vectơ AB. Do đó ta có : 


AB = (а ха) +(ув —yA} (в 5а). 


с) Góc giữa hai vectơ. Nếu ф là góc giữa hai vectơ а=(а, за; аз) và 
š экы Oe ms ap : 
b= (Бу; bs; by) với а và b khác 0 thì соѕф= =: Do đó : 

allp 


ab, +asbs + asby 


2. 2. 2 [2,2,2 
aj +а5 +43 ajbi +05 +05 


соѕф= cos(Z, В) = 


Tir dó ta suy га đLb © ajh + asb, + asbs = 0. 


А, Với hệ toa độ Oxyz trong không gian, cho 2 = (3 ; 0 ; 1), b = q фей ред), 
¿ = (2;1;-1). Hãy tính абс) và la +B]. 


IV- PHƯƠNG TRÌNH МАТ CẦU 


Định í 
Trong không gian О. 
có phương trình là : 


, mặt cầu (S) tâm Қа; b ; с) bán kính r 
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Chúng minh 
Gọi M(x ; у; z) là một điểm thuộc mặt cầu (S) tâm 7 bán kính r (h.3.3). 


Khi đó : M € (5) © |IM|=r 


2 2 22 
© (х= а) +-j}ˆ+Gœ-c} =". 
Do đó (x-a)? +(y-b)2+(;— c)? =r? là phương trình của mặt cầu (5). 


M(x;y;Z) 


< 
Қа;Ь;с) 


Hinh 33 


А, Viết phương trình mặt cầu tám /(1 ; —2 ; 3) có bán kính r= 5. 


Nhận xét. Phương trình mặt cầu nói trên có thể viết dưới dạng : 


2 


9 2 Я 2 2 2 
х + y +27 – 2ax— 2hy z+d=0 với d= ат +h” ъс т 


Từ đố người ta chứng minh được rằng phương trình dạng 
x2+y?+z?+2Av+28y+2Cz+D=0 với điểu kiên A?+82+C?—D>0 
là phương trình của mặt cầu tâm ICA ; -B ; -C) có bán kính 


r=y4 +8 +C -D. 


Ví du. Xác định tâm và bán kính của mặt cầu có phương trình : 


2,2, 2 
x Fy +z”+4x-2y+6:+5=0. 
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Giải 
Phương trình mặt cầu đã cho tương đương với phương trình sau : 
(х+2)2 +(у- 12 +(2+3)2 =32. 


Vậy mặt cầu đã cho có tâm / = (—2 ; 1 ; —3), bán kính r = 3. 


BÀI TẬP 
Các bài tập sau đây đều xét trong không gian Oxyz. 
1. Chobavectơđ =(;~5;3),b =(0;2;—1),2 =(1;7; 2). 
a) Tính toạ độ của vectơ d= 44138 { 
b) Tính toa độ của vecto ё=@— 4b-22. 


2. Cho ba điểm = (1;-1 ; 1), 8 = (0;1; 2), С=(1;0; 1). 
Тіт toa độ trọng tâm С của tam giác АВС. 


3. Cho hình hộp ABCDA'B'C'D' biết A = (1;0;1), В =(2;1;2).р=(1:-1;1), 
С'= (4;5;—5). Tính toa độ các đỉnh còn lại của hình hộp. 


5. Tìm tâm và bán kính của các mặt cầu có phương trình sau đây : 
a)AX +y +z7— 8х 2у+1=0; 
b) 302 + 352+ 3z7— 6v + 8y + 15z— 3 = 0. 
6. Lập phương trình mặt cầu trong hai trường hợp sau йау: 
a) Có đường kính АВ với A = (4 ; -3 ; 7), В = (2 ; 1; 3). 
b) Đi qua điểm A = (5 ;—2 ; 1) và có tâm С = (3; -3 ; 1). 
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82. PHƯƠNG TRÌNH МАТ PHẲNG 


Trong hình học không gian ở lớp 11 ta đã biết một số cách xác định mặt 
phẳng, chẳng hạn như xác định mặt phẳng bằng ba điểm không thẳng hàng, 
bằng hai đường thẳng cắt nhau, .... Bây giờ ta sẽ xác định mặt phẳng bằng 
phương pháp toa độ. 


p b 


Сас bức tường của toà nhà cao tầng hiện đại 
cho ta hình ảnh của mặt phẳng trong không gian 


1- VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHẲNG 


Định nghĩa 


Cho mặt phẳng (ở). Nếu vectơ п khác 0 và có giá vuông 
góc với mặt phẳng (æ) thì H được gọi là vectơ pháp tuyến 


của (а). 
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0s Chú ý. Nếu л là vecto pháp tuyến của một mặt phẳng thì k7 với k #0, cũng 
là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng đó. 
đài toán. 
Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (2) và hai vectơ không cùng phương 
а= (ар; as; as), b=(bị: b; bs) có giá song song hoặc nằm trong mặt phẳng 
(a). Chứng minh rằng mặt phẳng (2) nhận vectơ 
й =(asby— asbs; azh – аЬ; abs а) 
làm vecto pháp tuyến. 
Gidi 
Тасб: ал = а (а — аз )+а(азђ — арз) +аз (аі — asb, ) 
= (ajab; — азау) + (аа — араз) + (азазђ — aaah) 
=0. 
Tương tự Бл = 0. 


Vậy vectơ 7 vuông góc với cả 


» 


hai vecto 2 và P, có nghĩa là Р 
giá của nó vuông góc với hai 
đường thẳng cắt nhau của mặt 

ra 


phẳng (а) (h.3.4). Suy ra giá 
của 7 vuông góc với mặt 


phẳng (2). Vì đ, b không 
cùng phương nên các toạ độ 
của 7 không đồng thời bằng 0, 


suy ra # = 0. Do đó vcctơ п là 
một vectơ pháp tuyến của mặt Hình 34 
phẳng (2). 
Vectơ п xác định như trên được gọi là tích có hướng (hay tích 
vecto) của hai vectơ а và b, kí hiệu là п=алЬ hoặc 


й =[ä, b]. 


А, Trong không gian Oxyz cho ba điểm A(2 ; –1 ; 3), B(4 ; 0 ; 1), C-10 ; 5 ; 3). Hãy 
tim toa độ một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ABC). 


70 


II- PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT СОА MAT PHANG 
Bài toán 1 


Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (æ) đi qua điểm Mo (ху; Yo ; zo) và nhận 


ñ(A ; B ; C) làm vectơ pháp tuyến. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để 
điểm M(x ; y ; z) thuộc mặt phẳng (a) là : 


A(x — ху) + BO - yo) + CŒ — zo) = 0. 
Gidi 
Тасб ММ = (0-0; у уо; 2 zạ) (h.3.5) 
Ме(а) © М,Мс(а) © ñ 1 MạM 
© ТМуМ=0 
<> A(x- ху) + В(у— yo) + CŒ — 20) = 0. 


> 
п 


Hình 35 
đài toán 2 
Trong không gian Oxyz, chứng minh rằng tập hợp các điểm M(x ; у; z) thoả 
mãn phương trình Ax + Ву + Ст + D = О (trong đó các hệ số A, 8, C không 
đồng thời bằng 0) là một mặt phẳng nhận vectơ 7 = (A ; B ; С) làm vectơ 
pháp tuyến. 


giải 
Ta lấy điểm Moo : Yo : 20) sao cho Axo + Ву + Czo + D = 0 (chẳng hạn nếu 


Р р 
А #0 thì ta lấy xạ = А ¡ 3o = Zo =0). 
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Gọi (@) là mặt phẳng di qua điểm Mẹ và nhận П = (А; В; C) làm veetơ pháp 
tuyến. Ta сб: 


M є(@) © A(x- ху) + B(y — yo) + C(z — zo) = 0 
© Ах+Ву+ Cz- (Axo + Byạ + Czo) =0 
© Ах+Ву+С=+0 = 0 vi D =- (Axo + Byg + C20). 


"Từ hai bài toán trên ta có định nghĩa sau. 


1. Định nghĩa 


Phương trình có dạng Ах + By + Ст + D = 0, trong đó A, B, C 
| không đông thời bằng О, được gọi là phương trình tống quát 
của mặt phẳng. 


Nhận xét 

а) Nếu mat phẳng (æ) có phương trình tổng quát là Ах + By + Cz + D =0 thì 
nó có một vectơ pháp tuyến là 7 (А; В; С). 

b) Phương trình mặt phẳng đi qua điểm Мох : Уо ; Zo) nhận vectơ ñ(A;B;C) 
khác 0 làm vectơ pháp tuyến là A(x — xạ) + BW — Yo) + CŒ — 20) =0. 


А, Hãy tìm một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (æ) : 4x— 2y— 6z + 7 = 0. 


А, Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng (MNP) với M(1 ; 1; 1), N4; 3 ; 2), 


P\5;2 ; 1). 


2. Các trường hợp riêng 

“Trong không gian Oxyz cho mặt 
phẳng (2) : 
Ax+By+Cz+D=0. (1) 

а) Nếu D = 0 thì gốc toa độ O 
có toạ độ thoả mãn phương trình 
của mặt phẳng (а). Vậy (0) đi 
qua gốc toa độ О (h.3.6). 


b) Nếu một trong ba hệ só A, B, С bàng 0, chẳng han А = 0 thì mặt phẳng (æ) 


có vecto pháp tuyến là 7 = (0 ; B ; С). Ta có Ж =0.Do £ là vecto chỉ 


phương của Ох nên ta suy ra (æ) song song hoặc chứa trục Ох (h.3.7a). 


Ax+Cz+D=0 


a) b) e) 
Hinh 37 


А, Nếu В = 0 hoặc C = 0 thì mặt phẳng (а) có đặc điểm gi ? 
с) Nếu hai trong ba hệ số A, B, C bằng 0, ví dụ A = B = 0 và C # 0 thì từ 


trường hợp b) ta suy ra mặt phẳng (0) song song với Ох và Oy hoặc (æ) chứa 
Ox và Оу. Vậy (æ) song song hoặc trùng với mặt phẳng (Оху) (h.3.8a). 


а) b) с) 


Hinh 38 
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А, Nếu A = C = 0 và B = 0 hoặc nếu В = C = 0 và A = 0 thì mặt phẳng (а) có đặc 
điểm gì ? 


Nhận xét 

Nếu cả bốn hệ số А, 8, С, D đều 
5 р 

khác 0 thì bằng cách đặt a = T 


D D N 
Сагу с=-—, ta có thể đưa 


phương trình (1) về dạng sau đây : 


Khi đó mặt phẳng (æ) cắt các trục 
Ох, Оу, О: lần lượt tại các điểm Hình 3.9 
có toa độ là (a ; 0; 0), (0; b ; 0), 

(0; 0; с). Người ta còn gọi phương 

trình (2) là phương trình của mặt 

phẳng theo đoạn chắn (h.3.9). 


Ví dụ. Trong không gian Oxyz cho ba điểm M(1 ; 0 ; 0), №0; 2; 0), P(0; 0 ; 3). 
Hãy viết phương trình mặt phẳng (MNP). 

Gidi 
Áp dụng phương trình của mặt phẳng theo đoạn chắn, ta có phương trình của 


mặt phẳng (MNP) là : 


x у 2 
Z elpa Í bay бину біб: 
1 2 3 


Ш- ĐIỀU КІЁМ ĐỂ HAI МАТ PHẲNG SONG SONG, VUÔNG GÓC 


Á, Cho hai mặt phẳng (o) và (/ có phương trình 
(2): x— 2y + 32+ 1=0, 
(8:2x—4y+6z+1=0. 


Có nhận xét gì về vectơ pháp tuyến của chúng ? 
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Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng (đi) và (æ) có phương trình 
(đi) :Aix+ By + Cịz + Dị =0, 
(Go) :А»х + Bay + C + Ds =0. 
Khi đó (01) và (0) có hai vectơ pháp tuyến lần lượt là 
H =(А,;В,; C), 
Ho =(4;;B;; С). 


Та xét điều kiện để hai mặt phẳng (æ) và (G>) song song hoặc vuông góc 


với nhau. 


1. Điều kiện để hai mặt phẳng song song 


[1 
тч 
m 
Hinh 310 


Ta nhận thấy hai mặt phẳng (ор) và (æ) song song hoặc trùng nhau khi và 
chỉ khi chúng cùng vuông góc với một đường thẳng, nghĩa là khi và chỉ khi 
hai vecto pháp tuyến Лү và H> của chúng cùng phương (h.3.10). 


Khi đó ta có: л = Кл. 
Nếu DỊ = kD, thì ta có (0) trùng với (đa). 


Nếu D, + kD; thì (æ) song song với (0). 
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Vậy ta suy ra 
| n =, 


(G )//(G,) © D, 240, 


(AI: Ву; Ср) = К(А„; В; С) 
Dị +0. 
: ñ, = kh, 
а) = (а) < = 
(4255)? р, 
(AI; Bị; Ср) = К(А„; B2; С) 
D; = kDa. 


tt Chú ý 


(đi) саа) €> ñ, + ki, (h3.11) 


е (А; В; C)#k(A;; В„; С). 


m 


= 
Q т 


Hình 3.11 


Ví du. Viết phương trình mặt phẳng (æ) di qua điểm М(І ; —2 ; 3) và song 
song với mặt phẳng (Ø) : 2x- 3y +z + 5 = 0. 


giải 
Vì mặt phẳng (2) song song với mặt phẳng (Ø nên (2) có vectơ pháp tuyến 
H =(2;-3; 1). Mat phẳng (a) đi qua điểm M(I ; 2; 3), vậy (G) có phương trình : 


2(х— 1) 3(y + 2) + I(z— 3) = О Һау 2v— 3y+ z- 11 = 0 
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2. Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc 


Hình 312 


Та nhận thấy hai mặt phẳng. (о) và ( Gə ) vuông góc với nhau khi và chỉ khi hai 
vectơ pháp tuyến n, và т tương ứng của chúng vuông góc với nhau (h.3.12). 
Vậy ta có điều kiện : 
(a) 1 (Gs) © тл =0 
© AA, +BB, + CIC, =0. 
Ví dụ. Viết phương trình mặt phẳng (а) đi qua hai điểm A(3 ; 1 ;—1), B(2; -1 ; 4) 
và vuông góc với mặt phẳng (/) có phương trình : 
2r-y+3:—-1=0. 
Gidi 
Gọi йр là vecto pháp tuyến của mặt phẳng (Д). Hai vecto không cùng phương có 
giá song song hoặc nằm trên (0) là : 
AB= (~l ¡=2 ¡ 5) và йр = Q; :3). 
Do đó mặt phẳng (а) có vectơ pháp tuyến : 
= АВАЛ, =(=1}13; 5). 
Vậy phương trình của (2) là : 


—lŒ@- 3) + I3(y— 1) + 5( +1) =0 ө х 13у- 5z+5 =0. 
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IV- KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN МОТ МАТ PHẢNG 
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Định ї 

Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng (G) có phương trình 
Ах + Ву + С: + D = 0 và điển Мо(хо; Ур: 20). Khoảng cách 
từ điểm Мо đến mặt phẳng (а), kí hiệu là а Мо, (4)), được 


tính theo công thức : 


+ +2] 


| Ах + By + 
а Mạ. (2)) = 


Chúng minh 


Gọi Мү(х\; уу ; z¡) là hình chiếu 


Mo 
vuông góc của Mo trên (0) (h.3.13). 


ҹу 


Xét hai vecto 


D 
và ñ = (А; В; С), а у M Mo và A/a 
п cùng phương vì giá của chúng 

cùng vuông góc với (æ). Suy га: 


1Mo = Qo — ху; уо У; 20 2 


Hình 313 


- роо х) O уу! (о a) 
= |Axo + Вуо + C20 +(-Аху — Byi = С=1)|. a) 
Mặt khác vì М, thuộc (@) nên ta có : 
Аху+ Ву + С +0 = 0 


hay D = -Аху - By) — С). (2) 


Thay (2) vào (1) ta được Mol || = |Ах +В», + czo + 0] 


Gọi khoảng cách từ điểm Mạ đến mặt phẳng (æ) là d( Му, (@)). 


Vậy d( Mo, (0)) = А 


(Axo + Ву + Czo + D 
_! 0 0 0 | 


Д 


Ví du 1. Tính khoảng cách từ góc toa độ và từ điểm М(І ; -2 ; 13) đến mặt 
phẳng (0) : 2x — 2y- z+ 3 =0. 


Gidi 
Áp dung công thúc tính khoång cách ó trên ta сб: 


2.0-2.0- (0) +3] s 


00, (о) = —= = = 
{з +сой 3 
РРР [21-24(-2)-13+3| _4 


А2222 3 


Ví du 2. Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (0) và (J) cho bởi 
các phương trình sau đây : 
(2):x+2y+2z+II=0, 
(8:x+2y+2z+2=0. 
Gidi 
Ta biết khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song bằng khoảng cách từ một 
điểm bất kì của mặt phẳng này tới mặt phẳng kia. 


Ta lấy điểm M(O ; 0 ; —1) thuộc (Ø), kí hiệu d( (æ), (8)) là khoảng cách giữa 
hai mặt phẳng (о) và (Д), ta có : 


са), (бу = am, у= а _ э _, 
а), (0) = KM, (оўу = == 
М? +22 +2? s 
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А, Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng (о) và (Ø) cho bởi các phương trình sau đây 


(2):x-2=0, 
(3:x-8=0. 
BÀI TẬP 


Các bài tập sau đây đều xét trong không gian Oxyz. 
1. Viết phương trình của mặt phẳng : 
а) Đi qua điểm M(1 ;—2 ; 1) và nhận # = (2; 3 ; 5) làm vectơ pháp tuyến ; 
b) Đi qua điểm A(0 ; —1 ; 2) và song song với giá của mỗi vectơ # = (3; 2; 1) và 
v = (-3;0; 1); 
с) Đi qua ba điểm A(-3 ; 0; 0), 8(0 ;—2; 0) và C(0; 0; –1). 
2. Viết phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng АВ với A(2 ; 3 ; 7), 
8(4;1;3). 
3. а) Lập phương trình của các mặt phẳng toa độ (Оху), (Oyz), (Охо). 
b) Lập phương trình của các mặt phẳng đi qua điểm M(2 ; 6 ; -3) và lần lượt 
song song với các mặt phẳng toạ độ. 
4. Lập phương trình của mặt phẳng : 
a) Chứa trục Ox và điểm P(4;—1;2); 
b) Chứa trục Oy và điểm 0(1;4;-3); 
с) Chúa trục От và điểm R(3 ; —4 ; 7). 
5. Chotúdiën có các đỉnh là А(5 ; 1 ; 3), 8(1;6; 2), С(5;0; 4), 0(4;0; 6). 
а) Hãy viết phương trình của các mặt phẳng (ACD) và (ВСР). 
b) Hãy viết phương trình mặt phẳng (æ) đi qua cạnh АВ và song song với cạnh CD. 


6. Hãy viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua điểm М(2 ; —1 ; 2) và song song 
với mặt phẳng (Д) : 2x- y+ 3z +4 = 0. 


7. Lập phương trình mặt phẳng (2) đi qua hai điểm A(1 ; 0; 1), 8(5; 2 ; 3) và vuông 
góc với mặt phẳng (0 : 2x- y+z— 7= 0. 
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10. 


Xác định các giá trị của m và п để mỗi cặp mặt phẳng sau đây là một cặp mặt 
phẳng song song với nhau : 


a)2r+my+3z—-5=0 và пх-8у-бс+2=0; 


b) Зх – 5y+”z-3=0 và 2v+my-3:z+lI=0. 


Tính khoảng cách từ điểm A( ; 4 ; ~3) lần lượt đến các mặt phẳng sau : 
a)2r-y+2:-9=0; 

b) 12r—5z+5=0; 

c)x=0. 

Giải bài toán sau đây bằng phương pháp toa độ : 

Cho hình lập phương АВСЮ.А'В'С'Р' cạnh bằng 1. 

a) Chứng minh rằng hai mặt phẳng (АВ'’О”) và (ВСЮ) song song với nhau. 
b) Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng nói trên. 


sZ. PHƯƠNG TRÌNH 
ĐƯỜNG THẮNG TRONG KHÔNG GIAN 


Hình ảnh của các đường thẳng trong không gian — các cầu vượt trong thành phố và qua sông 
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Та đã biết trong hệ trục toa độ Оху phương trinh tham số của đường thẳng có 


х= хо +ѓа -2,3 
dang với aj +а5 +0 (h.3.14a). 
У = уо +їа„ à 


Như vậy trong không gian Oxyz phương trình của đường thẳng có dạng như 
thế nào ? (h.3.14b) 


* 


a) Đường thẳng trong măt phẳng b) Đường thẳng trong không gian 
Hình 314 


І. PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ СОА ĐƯỜNG THẮNG 


А, Trong không gian Oxyz cho điểm M.(1 ; 2 ; 3) và hai ёт М; (1+#;2+;3 +0), 
M, (1 + 2t; 2 + 2t; 3 + 2f) di động với tham số t. Hãy chứng tỏ Ба điểm Му, M4, М 
luôn thẳng hàng. 


Định Ií 
` Trong không gian Oxyz cho đường thẳng A di qua điển 
M.G ; Yo ; 20) và nhận а = (a, ; ау; ау) làm vectơ chỉ 
- phương. Diéu kiện cán và đủ để điểm М(х ; у; z) nằm trên А 
¡ tà có một số thực t sao cho 


Xo + іа 
у= yo +14 


Z= 20 +143. 


Chúng minh 
Тасб: ММ =(x—xạ; у-уу; 2 


Diém M nàm trên А khi và chi khi MoM cùng phương với а, nghĩa là 


MM = га với t là một số thực. Điều này tương đương với 


х 


х= xo = ѓа xo + ѓа 
Y- Уо = 145 hay Y= уо +45 


2-20 = tas Z= zo +14s. 


Định nghĩa 
Phương trình tham số của đường thẳng А di qua điển 
MoCo : Yo ; 20) và có vectơ chỉ phương а= (а; а; аз) là 


phương trình có dạng 


х= xo +ttaj 
у= yo t tas 
Z= zo + tas 


trong dó t là tham số. 


0s Chú ý. Nếu ay, а», аз đều khác O thì người ta còn có thể viết phương trình 
của đường thẳng A dưới dạng chính tắc như sau : 


Хх-Ху _ }— Jo _ 
а, а» аз 


0 


Ví ди 1. Viết phương trình tham số của đường thẳng А di qua điểm 
М0(1; 2; 3) và có vectơ chỉ phương là а = (lý 2453259, 


Phương trình tham số của А là : 


Ví du 2. Viết phương trình tham số của đường thẳng AB với A(I ; —2 ; 3) và 
B(3; 0; 0). 
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Giải 
Đường thẳng АВ có vectơ chỉ phương AB =(2;:2;-3): 
x=l+2i 
Phương trình tham số của АВ là : 4 y=—2+2 
z=3-3t. 
x=l+t 
Ví du 3. Chứng minh đường thẳng d : 4 y=2+2t vuông góc với mặt phẳng 


z=4+3t 


(Ga): 2v + 4y + 6z+9=0. 

Gidi 
d có vecto chỉ phương đ = (1 ; 2; 3); 
(G) có vecto pháp шуёп 7 = (2 ; 4; 6). 


Ta có п =2đ, suy ra d 1 (2). 


А, Cho đường thẳng А có phương trinh tham số 
x=-l+2t 
y=3-3/ 
2=5+41. 


Hãy tim toa độ của một điểm M trën A và toa độ một vecto chỉ phương của А. 


II- ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI ĐƯỜNG THẮNG SONG SONG, САТ NHAU, 
CHÉO NHAU 


А, Cho hai đường thẳng d và о" có phương trình tham số lần lượt là 


х=3+21 2+7 


=6+4 và i: 


2=4+1 z=5+2f. 


а) Hãy chứng tỏ điểm M(1 ; 2 ; 3) là điểm chung của d và d' ; 
b) Hãy chứng tỏ d và а' có hai vectơ chỉ phương không cùng phương. 
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Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng d, d’ có phuong trình tham số 
lần lượt là 


Я gục ыы h Ë 
Xo ѓа х= х0 tta 


а:ју= ур tta, và d’: ју= ур +45 


үк 
Zo TÍ4 = +гау. 


Sau đây ta xét vị trí tương đối giữa d và d’, nghĩa là xét điều kiện dé d và d’ 
song song, cắt nhau hoặc chéo nhau. 


1, Điều kiện để hai đường thẳng song song M т? а 
——>——>—>——— 
Gọi @=‹(а|; ау; ау) và а =(4; аў; аў) а 
lần lượt là vecto chi phương của d và d'. 2 
Lấy điểm M(xpg;yq;zạ) trên d(h3.15). 
Hình 3.15 


Ta có: 


м 3 с с 
d song song với d khi và chỉ khi 
Ме 


Đặc biệt : 


¿=k 
d trùng với d’ khi và chi khi F: = 
[мє 


Ví du 1. Chứng minh hai đường thẳng sau đây song song : 


x=l+f 2+2 
đ:4y=2t và đ:4y=3+4f 
z=3-f z=5-2f. 


Gidi 
d có vecto chỉ phuong 2 = (1; 2; –1), lấy М(1;0;3) e d; 


а có vecto chỉ phuong 2' = (2 ; 4 ; -2). 


а và M không thuộc d' nën d song song với d'. 
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А, Chúng minh hai đường thẳng sau đây trùng nhau : 


x=3-t x=2-3f 
đ:4y=4+t và đ:4y=5+3 
z=5-2f z=3-6f. 


2. Điều kiện để hai đường thẳng cắt nhau 
Hai đường thẳng d và 4' cắt nhau khi và chỉ khi hệ phương 
- trình án t, t sau 
Xo +f4i = xo +f4I 
уо +145 = y+ D 
Zo +taz = z0 + t'a3 
có dúng môt nghiêm. 
па” Chú ý. Giả sử hệ (Т) có nghiêm (ạ ; 0), để tìm giao điểm Mo của d và đ ta 
có thể thay tọ vào phương trình tham số của d hoặc thay íạ vào phương trình 


tham số của d’. 


Ví dụ 2. Tìm giao điểm của hai đường thẳng sau : 


x=l+í х=2-27 
а:4у=2+31 và  đ:4y=-2+f 
тск. шы 2137, 
EN 
Giai 
1+т=2—-2[' (1) 
Xét hệ phương trình 4 2+3t=-2+fť' (2) 
3-r=l+3 @) 


Tù (1) và (2) suy rat =—I và #' = 1. Thay vào phương trình (3) ta thấy nó thoả 


mãn. Vậy hệ phương trình trên có nghiệm là £ = —l, = 1. 


Suy ra d cắt đ“ tại điểm М(0; -1 ; 4) 
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3. Điều kiện để hai đường thẳng chéo nhau 


Ta biết rằng hai đường thẳng chéo nhau nếu chúng không cùng phương và 
không cắt nhau. Do vậy 


| Hai đường thẳng d và а chéo nhau khi và chỉ khi а và а" 
_ không cùng phương và hệ phương trình 

Xo +їа, = xạ Ра 

Yo +їаз = уу+газ 

Zo +taz = у +t'as 


vô nghiệm. 


Ví du 3. Xét vị trí tương đối giữa hai đường thẳng 


Hình 3 16 


Ta có : 2 =(2; 3; 1) và Z =(3; 2; 2). 


Vì không tồn tại số k để @ = а" nên đ và й" không cùng phương. Từ đó suy 
ra d và đ“hoặc сағ nhau hoặc chéo nhau (h.3.16). 


I+2t=1+3 
Xét hệ phương trinh: 4—I+3/ =—2+2/ 
Sers 
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Tù hai phương trình đầu ta duoc t= -2 và к EA thay vào phuong trinh 
cuói khóng thoà màn. 

Ta suy ra hệ trên vô nghiệm. Vậy hai đường thẳng d và 4'сһёо nhau. 

Ví dụ 4. Chứng minh hai đường thẳng sau đây vuông góc 


x=5-f x=9+2f 
và  đ':4y=l3+3/ 


z=l-f. 
Giải 
d và d' lần lượt có vectơ chỉ phương là 2 = (1 ;2; 4) và а = (2;3;—1). 
Тасб đ.đ =—=2+6—4=0. 
Suyra 414. 


Nhận xét. Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (0) : Ax + By + Cz+D=0 


Xo + ta) 

và đường thẳng d : 4 у= Yo +f42 

Zz=zp+Í4s. 

Xét phương trình А(хо +ta,)+ B(yo + fđ+)+ C(zo +tas)+ D=0 (t là án). (1) 

— Nếu phương trình (1) vô nghiệm thì d và (æ) không có điểm chung, vậy 
d || (G) (h.3.17a). 


Кае ау. 27 


\ 


а) b) ©) 


Hinh 3.17 
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= Nếu phương trình (1) có đúng một nghiệm г = tọ thi d cắt (2) tại điểm 
Mo(xo +toal :Yo + toa Zo + toaz) (h.3.17b). 


— Nếu phương trình (1) có vô số nghiệm thì d thuộc (æ) (h.3.17c). 


А, Tìm số giao điểm của mặt phẳng (o) : x + y + z — 3 = 0 với đường thẳng d trong 
các trường hợp sau : 


x=2+/ x=l+2 x=l+#5 
a)d:4y=3-t; b)d:4y=1-t ; c)d: 4у=1-47 
z=l z=l-f z=l+âi. 

BÀI TẬP 


1. Viết phương trình tham số của đường thẳng d trong mỗi trường hợp sau : 
a) d đi qua điểm M(5 ; 4; 1) và có vectơ chỉ phương а =(2;-3;1); 
b) d di qua điểm А(2; –1 ; 3) và vuông góc với mặt phẳng (æ) có phuong trình 
x+y-z†+5=0; 
x=l+2i 
с) d đi qua điểm 8(2; 0 ; =3) và song song với đường thẳng A : 4y=-3+3/ ; 
z=4t 


а) айі qua hai điểm Р(1; 2; 3) và 0(5;4; 4). 


2. Viết phương trình tham số của đường thẳng là hình chiếu vuông góc của đường 
x=2+í 
thẳng d: 4у=-3+27 
z=l+3/ 
lần lượt trên các mặt phẳng sau : 
а) (Оху) ; 
Ы) (Оут). 
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Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng d và d’ cho bởi các phương 


trình sau : 


x=-3+2¡ 
a) d: y=-2+3t 
z=6+4/ 
x=l+íf 
b) d: 4y=2+ứ 
z=3-f 


x=l+at 
d: 4y=t 


2=-1+21 


hợp sau : 
желожаг 
а) d: у= 9+3t 
z=l+íf 
x=l+/ 
Ы а: 4у= 2-1 
z=l+2/ 
x=l+í 
с) 4: $y=l+2t 
2-2-3 


. Tính khoảng cách giữa đường thẳng А : 


x=5+f 
và đ:4y=-l-4f; 
z=20+ứ 
x=l+2f 
và đ ':4y=-l+2? 
z=2-2f. 


„ Tìm a để hai đường thẳng sau đây cắt nhau 


x=l-f 
và а y=2+2f 
223-1. 


và (2): Зх + 5у-2-2=0; 


và (а): х+ Зу+= +1 =0; 


và (2):x+y+z—4=0. 


x=-3+2/ 


—l+3/ 


-l+2t 


(2):2x—- 2y+z+3=0. 


. Tìm số giao điểm của đường thẳng d với mặt phẳng (2) trong các trường 


và mặt phẳng 


10. 


x=2+í 


. Cho điểm A(I ; 0; 0) và đường thẳng А : 4y= 1+27 


g =b. 


a) Tim toa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm A trên đường thẳng А. 
b) Tìm toa độ điểm A’ đối xứng với А qua đường thẳng А. 


. Cho điểm M(1 ; 4; 2) và mặt phẳng (a) :x+ y+z— 1 = 0. 


a) Tìm toa độ điểm Н là hình chiếu vuông góc của điểm M trên mặt phẳng (0). 
b) Tìm toạ độ điểm М” đối xứng với М qua mặt phẳng (2). 


c) Tính khoảng cách từ điểm М đến mặt phẳng (2). 


. Cho hai đường thẳng 


katet ~+=l‡f 
d:4y=2+2tL và đ ':4y=3-2f 
т=з т=1 


Chúng minh d và 4' chéo nhau. 


Giải bài toán sau đây bàng phương pháp toa dó : 
Cho hình lập phương АВСЮ.А'В'С'Р' có cạnh bằng 1. Tính khoảng cách từ 
đỉnh А đến các mặt phẳng (A BD) và (В'Р'С). 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Các bài toán sau đây đều cho trong hệ toa độ Oxyz- 


. Cho bốn điểm A(I 050), В(0; 1; 0), С(0;0; 1), DØ(2;1;—1). 


а) Chứng minh A, В, С, D là bốn đỉnh của một tứ diện. 
b) Tìm góc giữa hai đường thẳng AB và CD. 
с) Tính độ dài đường cao của hình chóp A.BCD. 


.. Cho mặt câu (5) có đường kính là AB biết rằng A(6 ; 2; —5), 8(—4; 0 ; 7). 


a) Tìm toa độ tâm 7 và tính bán kính r của mặt cầu (S). 
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b) Lập phương trình của mặt cầu (5). 


с) Lập phương trình của mặt phẳng (a) tiếp xúc với mặt cầu (5) tại điểm A. 


Cho bốn điểm A(—2 :6;3),ð(I;0; 6), С(0; 2;—I1), D(1;4;0). 

a) Viết phương trình mặt phẳng (BCD). Suy ra ABCD là một tứ diện. 

b) Tính chiều cao AH của tứ diện ABCD. 

c) Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa АВ và song song với CD. 

Lập phương trình tham số của đường thẳng : 

a) Đi qua hai điểm A(I :0;—3), В(3; –1 ; 0). 

b) Đi qua điểm М(2 ; 3 ; —5) và song song với đường thẳng А có phương trình 
х= -2+21 
у=3-4 
z=-Šf. 


Cho mặt cầu (5) có phương trình : (x — 3)” + (y + 2)2 + (z — 1)2 = 100 và mặt 
phẳng (2) có phương trình 2x - 2y — z + 9 = 0. Mặt phẳng (2) cắt mặt cầu (5) 
theo một đường tròn (С). 

Hãy xác định toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn (C). 


Cho mặt phẳng (0) có phương trình 3х + 5y - z — 2 = 0 và đường thẳng d có 
phương trình 

x=l2+4¿ 

y=9+3/ 

z=l+t. 


а) Tim giao điểm M của đường thẳng d và mặt phẳng (0). 


b) Viết phương trình mặt phẳng (Ø) chứa điểm М và vuông góc với đường 
thẳng d. 


. Cho điểm A(-l ; 2; -3), vectơ @ = (6; =2; —3) và đường thẳng đ có phương 


x=l+3/ 
trình: 4 y=—l+2/ 
2= 3-51. 


а) Viết phương trình mặt phẳng (œ) chứa điểm А và vuông góc với giá của 2. 


b) Tìm giao điểm М của d và (2). 


c) Viết phương trình đường thẳng А đi qua điểm А, vuông góc với giá của đ 


và cắt đường thẳng 4. 


8. Viết phương trình mặt phẳng (2) tiếp xúc với mặt cầu 


(S): x2+y2+z2—10x+2y+26z+170= 0 


và song song với hai đường thẳng 


9. Tìm toa độ điểm H là hình chiếu vuông góc của điểm М(1;-1; 2) trên mặt 


phẳng (a) : 2x— у+22+11=0. 


10. Cho điểm M(2 ; 1 ; 0) và mặt phẳng (0) : x+3y—z—27=0. Tim toa độ điểm 


M đối xứng với M qua (2). 


11. Viết phương trình đường thẳng A vuông góc với mặt phẳng toa độ (Oxz) và 


cắt hai đường thẳng 


x=íf x=l-2f 
d:4y=-4+t; đ:4y=-3+f 
z=3-f 2= 4-5. 


12. Tìm toa độ điểm А’ đối xứng với điểm А(1 ; —2 ; —5) qua đường thẳng А có 


phương trình 
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CÂU НОТ TRÁC NGHIỆM CHƯƠNG II 


Trong không gian Oxyz cho ba vecto 


а =C1;1;0,b =(1;1;0 và б=(1;1;1). 
Sử dụng giả thiết này để trả lời các câu hdi 1,2 và З sau đây. 
1. Trong các mệnh đề sau, mệnh dë nào sai ? 
(А) = v2; (в) = 43; 
Galis (0) БЛ. 
2. Trong сас mënh dë sau, тёпһ dé nào dúng ? 
(A)đ£=1; 


(В) 2, Б cüng phuong ; 


2) 


(С) соз, Z)= 


ч 


(D)đ+B+£=0. 


3. Cho hình bình hành OADB có ОА= 7, OB = b (O là gốc toa độ). Toa độ của 
тат hình bình hành OADB là : 


(А) (0;1;0); (В) (1;0;0); 

(С) (1:0; 1); (0)(1;1;0). 

Trong không gian Oxyz cho bốn điểm А(1 ; 0; 0), В(0 ; 1 ; 0), C(0; 0; 1) và 
D(I; 1; l). 


Sử dụng giả thiết này cho các bài tập 4, 5 và 6 sau đây. 


4. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
(А) Bốn điểm A, B, C, D tạo thành một tứ diện ; 
(B) Tam giác ABD là tam giác đều ; 
(С) АВ L CD; 
(D) Tam giác BCD là tam giác vuông 


5. Gọi М, N lần lượt là trung điểm của АВ và CD. Toa độ điểm С là trung điểm 
của MN là: 


6. Mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD có bán kính là : 


wË; (в 2: 
©З; 0) 3, 
4 


7. Cho mặt phẳng (2) đi qua điểm M(0 ; 0 ; —1) và song song với giá của hai vectơ 
a =(1;-2;3) và b =(3;0;5). 
Phương trình của mặt phẳng (2) là : 
(A)5x-2y-3z—2l=0; (B)-5x+2y+3z+3=0; 
(С) 10х - 4y- 6 +21 =0; (D) 5x - 2у-3:+21 =0. 
8. Cho ba điểm A(0 ; 2; 1), 8(3 ; 0; 1), C( ; 0 ; 0). Phương trình mặt phẳng 
(АВС) là : 
(A)2x-3y-4:+2=0; (B) 2x +3y-4z-2=0; 
(С) 4v+6y-8z+2=0; (D) 2x -3y-4z+1=0. 


9. Gọi (2) là mặt phẳng cắt ba truc toa độ tại ba điểm M(8 ; 0; 0), N(0 ; -2 ; 0), 
Р(0; 0; 4). Phương trinh của ( @) là : 


ЖЕ. ЖЕ Бя 
А) =+=—+—= 0 ; B)— 
(A) sa А УУ (В) A 


=1; 


2 
(С) х= 4у+ 22 =0; (0) х-4у+ 2= – 8 = 0. 
10. Cho ba mặt phẳng (0): x + y+ 22+ 1= 0; 
(2:x+y-z+2=0; 
(3:x-y+5=0. 
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12. 
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“Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
(А) (2) 1 (2) ; (В) (у) 108) ; 
(С) (4) O) ; (D) (а) 1 (7). 


.Cho đường thẳng A đi qua điểm M(2 ; 0; —1) và có vectơ chỉ phương 


а= (4; ~6 ; 2). Phương trình tham số của đường thẳng А là : 


х=-2+4 х= -2+21 
(А) 6 ; (В) у= -37 
z=l+2¡ z=l+í 
х=2+21 х=4+21 
(С) {y=-3t ; (D) у= 6-37 
z=-l+f z=2+t 


Cho d là đường thẳng đi qua điểm А(1; 2 ; 3) và vuông góc với mặt phẳng 
(2): 4x+3y – 7=+1 = 0. 


Phuong trinh tham só сйа d là : 


x=-l+4t x=l+4t 
(A) 5 y=-2+3t ; (В) 4y=2+3t ; 
z=-3-7i z=3-Tt 
x=l+3/ x=-l+®8/ 
(Œ)$y=2-4t ; (D) y=-2+6/ 
z=3-7i z=-3-l4t. 


. Cho hai đường thẳng 


х=1+21 х= 3+4 
d, :4у=2+31 уа d, :4у= 5+6 
2=3+41 2= 7+8. 


Trong các mệnh đề sau, mệnh dë nào đúng ? 
(A1 d, ; (В) 4 // d; ; 
(C) 4, = dz; (D) d, và d, chéo nhau. 


14. Cho mặt phẳng (@) : 2x + y + 3z + 1 = 0 và đường thẳng d có phương trình 
x=—3+t 


tham số : 


Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A)dl(o); (B) dcát (o) ; 
(С) 4/[(о); (р) а с(а). 
15. Cho (5) là mặt cầu tâm /(2 ; 1 ; —1) và tiếp xúc với mặt phẳng (0) có phương 
trình : 2x - 2y —z +3 = 0. 


Bán kính của (S) là : 


2 4 2 
A)2; B)—; С)—; D) =. 
(А) Vào © 5 D3 


Hinh 3.18 
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Trong không gian cho hai mặt phẳng (0) và (Д) cất nhau theo giao tuyến Л. 
Тар hợp các mặt phẳng (2) chứa đường thẳng А nói trên được gọi là chùm 
mặt phẳng xác định bởi (2) và (Д) và kí hiệu là ((2), (8)). 


Nếu (о) và ( £ ) lần lượt có phương trình (0) : Ax + 8¡y + Су + Dị =0 
(2: Axx + Bay + Co: + Рр, = 0 


thì người ta chứng minh được phương trình của chùm mặt phẳng ((2), (Ø)) 
có dạng : 


т(Аүх + By + Ciz + DỊ) + n(Asx + Ву + Сс + Dạ)=0 (1) 
với m° + n° # 0. 
Phương trình (1) có thể được viết tắt là : m(2) + n(/) = 0. 


Ta thấy phương trình của chùm mặt phẳng rất đơn giản nhưng nó lại giúp 
chúng ta giải được rất nhiều bài toán về phương trình mặt phẳng một cách độc 
đáo và cực kì ngắn gọn. 


Ví du. Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng (0) và (Д) lần lượt có 
phương trình (2): x+ y+5z—l=0 
và (В): 25+ 3у-:+2 = 0. 
а) Chứng minh rằng (0) cắt (£) theo giao tuyến Л. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (7) chứa giao tuyến Л và điểm M(3 ; 2; 1). 
Gidi 
а) Mặt phẳng (о) và (Ø) lần lượt có các vectơ pháp tuyến : 


P„/=Ú1 17), пр = (2;3; 1). 
ч Е z В Ë 
Vì > + а nên (а) cắt (3) theo giao tuyến А. 


b) Phương trình mặt phẳng (2) của chùm ((@), (/)) có dạng : 
ma + y+ 5z — 1) + п(2х+ 3y —z + 2) =0 (1) 


Điểm MG ; 2 ; 1) thuộc mặt phẳng (2) nên khi thay toa độ của M vào (1) ta sẽ 
tính được các giá trị cụ thể của cặp só (m ; n) để xác dinh phương trình của (2. 


Ta có : m(3 + 2 + Š5~ 1) + n(6 + 6 —l + 2) =0 © 9n + I3n = 0. 
Chọn m = -13 ta được n = 9. 


Thay m = -13 và n = 9 vào (1) ta được phương trình của mặt phẳng (2) cần 
tim: 5х + 14у - 74z + 31 =0. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


. Cho lăng trụ lục giác đều ABCDEF А'В'С'Р'Е'Е', О và О' là tâm đường tròn 


ngoại tiếp hai đáy, mặt phẳng (Р) đi qua trung điểm của ОО’ và cắt các cạnh 
bên của lăng trụ. Chứng minh rằng (P) chia lăng trụ đã cho thành hai đa diện 
có thế tích bằng nhau. 


Cho khối lập phương A8CD.A'8“C”Ð” cạnh bằng а. Gọi E và F lần lượt là trung 
điểm của В'С’ và CD”. Mặt phẳng (AEF) chia khối lập phương đó thành hai 
khối đa diện (H) và (Н) trong đó (Н) là khối đa diện chứa đỉnh A’. Tính thể 
tích của (Н). 


Cho mặt cầu (5) tâm О bán kính г. Hình nón có đường tròn đáy (С) và đỉnh 7 
đều thuộc (5) được gọi là hình nón nội tiếp mặt cầu (5). Gọi h là chiều cao của 
hình nón đó. 


a) Tính thể tích của hình nón theo r và Л. 
b) Xác định h để thể tích của hình nón là lớn nhất. 
Trong không gian Oxyz, cho hai điểm A(I;2;—l), 8(7 ; -2 ; 3) và đường 
thẳng 4 có phương trình : 
Ñ =-l+3 


у-2-21 
Ë =2+21. 
а) Chứng minh rằng hai đường thẳng d và АВ cùng nằm trong một mặt phẳng. 
b) Tìm điểm 7 trên d sao cho Al + BI nhỏ nhất. 


Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (АВС). Biết rằng 
АС = AD = 4 cm, AB = 3 cm, BC = 5 cm. 

a) Tính thể tích tứ diện ABCD. 

b) Tính khoảng cách từ điểm А tới mặt phẳng (ВСР). 
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6. Trong không gian Oxyz cho mặt cầu (5) có phương trình +? +y? +22 = 4а? 
(а> 0). 
а) Tính diện tích mặt cầu (5) và thể tích của khối cầu tương ứng. 
b) Mặt cầu (5) cắt mặt phẳng (Оху) theo đường tròn (С). Xác định tâm và bán 
kính của (C). 
c) Tính diện tích xung quanh của hình trụ nhận (С) làm đáy và có chiều cao là 
аЗ. Tính thể tích của khối tru tương ứng. 


7. Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng d, và d, сб phương trình 


x=l-f x=2f 


a) Chứng minh rằng hai đường thẳng d, và d, chéo nhau. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (æ) chứa d, và song song với d›. 
8. Trong không gian Oxyz cho các điểm А(1 ; 0; =1), B(3 ; 4; =2), С(4;—1;1), 
0(3;0;3). 
а) Chứng minh ràng А, В, С, D không đồng phẳng. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (АВС) và tính khoảng cách tir D đến (АВС). 
с) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 
d) Tính thể tích tứ diện ABCD. 
9. Trong không gian Oxyz cho bốn điểm 4A(2:4;—1), Ва ;3;-1).C(@;4; 3), 
р(2;2;-1). 


а) Chứng minh rằng các đường thẳng АВ, АС, АР vuông góc với nhau từng đôi 
một. Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 


b) Viết phương trình mặt cầu (5) đi qua bốn điểm A, В, С, D. 


c) Viết phương trình mặt phẳng (0) tiếp xúc với mặt cầu (S) và song song với 
mặt phẳng (A8D). 


x=l-2¡ 


10. Trong không gian Oxyz cho đường thắng d: 4y=2+£ 
z=3-f 


và mặt phẳng (0) : 2 + y+ z = 0. 
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п. 


12. 


14. 


15. 


а) Tim toa độ giao điểm А của d và (2). 

b) Viết phương trình mặt phẳng (Д) qua А và vuông góc với d. 

Trong không gian Oxyz cho các điểm A(-I ; 2; 0), 8(-3 ; 0; 2), C(1 ; 2; 3), 
р(0;3;-2). 


а) Viết phuong trình mặt phẳng (АВС) và phương trình tham số của đường 
thắng AD. 


b) Viết phương trình mặt phẳng (0) chứa AD và song song với ВС. 


Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A(3 ; –2; =2), 8(3 ; 2; 0), C(0 ; 2 ; 1) và 
D(-I;1;2) 

a) Viết phương trình mặt phẳng (BCD). Suy ra ABCD là một tứ diện. 

b) Viết phương trình mặt cầu (5) tâm А và tiếp xúc với mặt phẳng (ВСР). 

с) Tìm toa độ tiếp điểm Н của (S) và mặt phẳng (ВСР). 


. Trong không gian Oxyz, cho hai đường thẳng : 


x=-1+3t Xe 
dị: 4y=1+2t và dy: 4y=1+ť 
253—024 z=-312F. 


a) Chứng minh d, và d, cùng thuộc một mặt phẳng. 
b) Viết phương trình mặt phẳng đó. 


Trong không gian cho ba điểm A, В, С. 


а) Xác định điểm G sao cho G4+2G8~ 2GC =0. 


b) Tim tập hợp сас diểm М sao cho MA? + 2MB — 2MC = К, với k là hàng số. 


Cho hai đường thẳng chéo nhau 


và đ:4y=f 
1 


a) Viết phương trình các mặt phẳng (2) và (J) song song với nhau và lần lượt 
chứa d và а". 
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b) Lấy hai điểm M(2 ;—I ; 1) và M{2; 0; 1) lần lượt trên d và d’. Tính khoảng 
cách từ М đến mặt phẳng (Ø) và khoảng cách từ М” đến mặt phẳng (2). 
So sánh hai khoảng cách đó. 

16. Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (2) có phương trình 4v + у + 2z + 1 =0 

và mặt phẳng (5) có phương trình 2x - 2y + z + 3 = 0. 

a) Chứng minh rằng (0) cắt (0). 

b) Viết phương trình tham số của đường thẳng d là giao của (о) và (д). 

c) Tìm điểm М” đối xứng với điểm M(4 ; 2 ; 1) qua mặt phẳng (2). 

d) Tìm điểm № đối xứng với điểm N(0 ; 2 ; 4) qua đường thẳng d. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP VÀ ĐÁP SỐ 


Chương I. KHỐI ĐA DIỆN 


§1. Khál niệm về khối да diện 


1. và 2. Sử dụng tính chất : Mỗi cạnh của một 
đa diện là cạnh chung của đúng hai mặt 

3. Chia hình lập phương ABCD.A'B'C'D' 
thành năm tứ diện : AB'CD'. A'AB'D', 
ВАСВ', C'B'CD', DACD'. 

4. Chia hình lập phương thành hai lãng trụ 
bằng nhau rồi chia mỗi lăng trụ thành ba 
tứ diện bằng nhau. 


§2. Khối да diện lồi và khối да diện đều 


Tỉ số đó bằng 243 
Gọi (H) là hình tứ diện đều cạnh а. Khi đó 
tâm của các mặt của (Н) tạo thành một tứ 


Ре 


diện (#') có sáu cạnh đều Ьп, 


4. Để ý rằng B, C, D, E cách đều A và F 
nên chúng đồng phẳng. 


§3. Khál niệm về thể tích của khối da 
diện 


3. TỈ số của thể tích là 3. 

4. Tính diện tích tam giác theo hai cạnh và 
góc xen giữa. 

s 

5. Vocer™ > 

6. Gọi h là độ dài đường vuông góc chung 
của d và đ, là góc giữa hai đường 
thẳng d và d’. 


Khi dó V 


1 
Ancp = S hab.sina:. 


Ôn tập chương | 


5. ОН аһс 
ҮТЕРҮ... 
6. a)Ti số thể tích cán tìm là š ; 
b ЭЁ, 
S.DBc 96 
=> 3 
F Ve АВС = 843. 
8. V=———_ йш" ы = 2 геа 
6(а7 +c у” +с (ат +67 +c) 
9. 
5а? 
10. b) V= 


18/3 


11. Tỉ số thể tích của chúng bằng 1. 


3 
а 


12. a) V == 
ADMN 6 


РР: а. 55 
b) Ti số thé tích phải tìm là số” 


Chương II. MẶT NÓN, MẶT TRỤ, МАТ CÂU 


§1. Khói niệm về mặt tròn xoay 


2. a) Hình trụ; 
b) Hình nón ; 
с) Khối nón ; 
d) Khối trụ. 


3. D Sy =2514,5ст” ; 


b) V = 13 089,969 cmỶ ; 
c) 500 cm?. 


4. Mặt nón nhận AB làm trục, góc ở đỉnh 


bằng 60°. 
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5. а) Sy к 219,91ст2; V = 549,77 cm? ; 


b) 56 cm”. 


b) у= 437r ; 


с) 


743 
БР) 


2ла < za 


10. 


§2. Mặt cầu 


1. Tập hợp các điểm М luôn nhi АВ cố 
định dưới một góc vuông là mặt cầu 
đường kính A# 


3. Tập hợp tâm các mặt cầu luôn chứa một 
đường tròn cố định cho trước là một 
đường thẳng A vuông góc với mặt phẳng 
chứa đường tròn đó tại tâm của đường 
tròn 

4. Tập hợp tâm những mặt cầu cùng tiếp 
xúc với ba cạnh của một tam giác cho 
trước là trục của đường tròn nội tiếp tam. 
giác đã cho. 


5. d-r. 
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7. а) J2 +b?+c2 ; 
z 
Wb? +c? 


aa? +b? +e?) ; 


b) 


1 
2 


1 2,2 2 
Уесли +е7) ма +b 


Ôn tập chương II 


1. Câu a) và d) đúng. 
А 2 аќ ла 
s = уле. 


а 


5. а) АН= 2; 


" 


Chương Ill. PHUONG PHÁP ТОА ĐỘ 
TRONG KHÔNG GIAN 


51. Нё toq độ trong không gian 


1 
1. а) 4=|11;=;1 
ad ( : 


b) ё = (0; –27 ; 3). 


3. A'=G;5;-6), В'=(4;6;-5), 
C=(@:0:2), р'=(3;4;-6) 


4. a) Gb =6; 


5. а) Mặt cầu tâm O = (4; 1 ; 0), có bán 
kính r =4; 


"ү" 4 5 
b) Mặt cầu tâm 7 = lấn „ CÓ 


bán kính r= 


6. а) Mặt cầu có phương trình là : 
=3) +(у+ 1) +(2- 5 

b) Mặt cầu có phuong trình là : 
(к= 3)2 + (у+ 3)2 +(2– 1)2 


82. Phuong trình mặt phẳng 
1. a)2x+3y+3z—-l0=U; 
Ь) х- 3у+32-9=0; 
©)2v+3y+6z+6 =0. 
2. x-y-2z+9=0. 


3. a)z=0;x= 


e)4x+3y=0. 
5. a)(ACD):2v+y+z—l4=0; 
(ВСР): 6x + 5y +3z—42= 0; 
b) (0): 10x +9y+ 5z — 74 = 


6. (2):2v-y+3--lI1=0. 
7. (2):x-2z+1=0. 
8. а)п=-4,т=4; 


imet а 
3 
9. a)5 bế, s2 
13 


10. а) Chọn hệ trục О. 
8=(1:0;0),D=(0;1;0), 47=(0;0; 1). 
Sau đó viết phương trình của hai mặt 
phẳng (AB'D và (BC'D), từ đó suy ra 
chúng song song với nhau 


5 
+. 


b) d= 


83. Phuong trinh duóng thẳng trong 
không glan 


х=5+27 x=2+/ 

1. a)d:4y=4-3/ ; b)đ: y=-l+f; 
z=l+f z=3-f 
x=2+2t x=l+4/ 

c)d: 1у= 31 ; d)d: 4у= 2+2 
z=-3+4t z=3+tť. 


" 


; b)đ”: 


z=0 


3. a) dcất đ; 


4. а=0. 
§. 


b)d/. 


a) ! điểm chung ; 
b) 0 điểm chung ; 


с) vô số điểm chung. 


6. «А, (2) 


7, Е 
2 


b) A(2; 0; 1). 

8. ауН(—1;2;0); 
b) М'(-3;0;-2); 
c) MH = 2x5. 


10. dA, (А'Вруу = —— ; А, (вО) 


Уз 


Ôn tập chương III 
1. a) Viết phương trình mặt phẳng (BCD), 
chứng minh А € (BCD) ; 
b) Góc giữa hai đường thẳng АВ và CD là 
45°; 
c) АН = 1 (Н là chân đường vuông góc hạ 
từ А xuống (ВС )). 
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2. a)/4:1;:1);r= 62; 


b)(9):(v— 12+ (у= D +G - 1) 62; 


с) (2): 5x +y~ 6z — 62 =0 


3. ау(ВСру:8х-3у-2:+4=0; 


z=-3+3/ 


S. lâm/(-1;2 


; 3), bản Kinh r= 


6. a) М(0;0; -2); 
b)4r+3y+z +2 =0. 


7. а)бх-2у-32+1=0; 
b)#(l ;—1;3); 


x=l+2f 
c) Jy=-l~3/ 
z=3+6/. 


8. 4х+бу+5:+51 +5/77 =0. 
9. H3; 1; -2). 
10. M6; 13; <). 


12. A(-3;2; 1). 


Ôn tập cuối năm 


1. Dùng phép đối xứng tâm/. 
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a V =L zr ; 
k) 


i ИО... сг 
b) V dat giá trị lớn nhất bằng "¬ 


тул 
3 


a) d // АВ; 
b)12; 0; 4). 


a)V=8 cm2; 


b) KA, BCD) = 212. 


Ja 


2 32 
а)5=1бла?, V = 2 лиз, 


b) 000; 0; 0); "= г=2а; 
c) Sq = 4та?43 ; У = aza? s. 


а 
а, 
ау “1 


d, ^d, =Ø 


+ ы. 
Б) (0) :20-у-32-2=0. 

а) Chứng minh АВ, АС, AD không đồng 
phẳng. 

b) qD, (ABO) = 5-0-3 М. 


^l+l+ 


©) Phương trình của mặt cầu là 


«- 3)? +(у- 2) +- 0,5) 


L тла 7. 


1 
Ф Vasco ИГ 


aV=Š; 
3 


o) (0) :2-1- — =0; 
21 
@„) :#—1+=——=@ 


10. 


п. 


12. 


aa 5 02 
а '4'4 


b) (Ø): 4v—2y+2z + 15 = 0. 


а) (АВС): 3x — 5y — 2z + l3 =0; 
K=-ltf 
AD:4y=2+r 
z= 2t. 


b) (00: 5v — 9y— 2z +23 =0. 
а) (BCD):x+2y+3z~7=0; 
b)(9): (х— 30° +(y+2)°+Œ+2) 
c)H4;0; 1). 


- a) dị cắt d, tại M2; 3; 1). 


b) Phương trình mặt phẳng (d, d.) là 
бх- 8у+2+ 11 = 0. 


14. a) G xác định bởi : АС = 2CB. 
b) Chúng minh 


GM = k?—(GA? +2GB? —2GC2y. 


15. а) (0) : 2 
08) :2х-) 


1 
b) M’ , (оў) = (M. (0) = ля 


=0; 
=0; 


16. b)4y= 


е)м(—14;0;-3); 
d) C4; 0;2). 
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BẢNG THUẬT NGỮ 


с 
Cạnh của hình đa diện 


D 
Diện tích mặt cầu 
Diện tích toàn phần của hình nón 
Diện tích toàn phần của hình trụ 
Diện tích xung quanh của hình nón 
Diện tích xung quanh của hình trụ 


Ð 
Đa diện 
Рау của hình nón 
Рау của hình trụ 
Điểm ngoài 
Điểm tiếp xúc 
Điểm trong 
Đỉnh của hình đa diện 
Đỉnh của hình nón 
Đường kính mặt cầu 
Đường sinh của mặt nón 
Đường sinh của mặt trụ 
Đường thẳng tiếp xúc với mặt cầu 
Đường tròn lớn 
G 
Góc ó dinh của mat nón 
H 
Hai hinh bàng nhau 
Hë toa dó Oxyz 
Hệ trục toa độ Đề-các vuông góc 
Oxyz 
Hinh da diên 
Hình nón tròn xoay (hình nón) 
Hình trụ tròn xoay (hình trụ) 
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31 


K 
Khoảng cách giữa hai điểm 
Khoảng cách từ một điểm đến một 
mặt phẳng 
Khối bát diện đều (hình tám mặt 
đều) 
Khối cầu 
Khối chóp 
Khối đa diện 
Khối đa diện đều 
Khối đa diện đều loại (p ; q} 
Khối đa diện lồi 
Khối lăng trụ 
Khối lập phương 
Khối lập phương đơn vị 
Khối trụ tròn xoay (khối nón) 
Khối trụ tròn xoay (khối trụ) 
Khối tứ diện đều 
Không gian Oxyz 
Kinh tuyến 


` M 
Mặt cầu 
ёр hình đa diện 
р hình đa diện 
Mặt nón tròn xoay 
Mặt phẳng kính 
Mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu 
Mặt phẳng toạ độ 
Mặt tròn xoay 
Mặt trụ tròn xoay 
Mặt xung quanh của hình nón 
Mặt xung quanh của hình trụ 
Miền ngoài 
Miền trong 


Р 
Phàn chia và láp ghép các khói 

da diën 

Phép bién hinh trong khóng gian 
Phép dời hinh trong không gian 
Phép đối xứng qua đường thẳng 
Phép đối xứng qua mặt phẳng 
Phép đối xứng tâm 

Phép tịnh tiến 

Phương trình của mặt phẳng theo 
đoạn chắn 

Phương trình mặt cầu 

Phương trình tham số của 

đường thẳng 

Phương trình tổng quát của 

mặt phẳng 


о оо ооо о 


74 
66 


83 


71 


т 
Thể tích khối cầu 
Thể tích khối chóp 
Thể tích khối đa diện 


Thể tích khối hộp chữ nhật 


Thể tích khối lăng trụ 
Thể tích khối nón 

Thể tích khối trụ tròn xoay. 
Tích có hướng 

Tích vô hướng 

Tiếp diện của mặt cầu 
Tiếp tuyến của mặt cầu 
Toạ độ của điểm 

Toa độ của vectơ 

Trục của mặt nón 

Trục của mặt tròn xoay 
Trục của mặt ти 


v 
Vecto don vi 
Vecto pháp tuyến 
Vĩ tuyến 


48 
23 
21 
22 
23 
34 
37 
70 
65 
44 
48 
63 
64 
31 
31 
35 


62 
69 
43 
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CHƯƠNG І. KHỐI ĐA DIỆN 

81. Khái niệm về khối đa diện 4 
1- Khối lăng trụ và khối chóp 4 
TI- Khái niệm về hình đa diện và khối đa diện 5 
HI- Hai đa diện bằng nhau 8 
IV- Phân chia và lắp ghép các khối đa diện 10 
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